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1 Úvod

Predkladaná dizertačná práca sa zaoberá problematikou matematického a počí-
tačového modelovania mozgovej funkcionality, ktorej sa autor dlhodobo systema-
ticky venuje. Už počas svojho magisterského štúdia na FEL ČVUT v Prahe, ako aj
neskoršieho magisterského štúdia na FMFI UK v Bratislave, sa témou jeho diplo-
mových prác stala oblasť využitia matematických modelov pri analýze mozgových,
elektroencefalografických (EEG) signálov. Tematiku rozvíjal aj počas doktorand-
ského štúdia na univerzite West of Scotland, UK.

Dizertačnú prácu tvorí vybraný súbor postdoktorandských prác vytvorených
počas jeho pôsobenia v NASA Ames Research Center, USA a neskorších prác na
Medical University of Vienna, ako aj prác z posledných rokov na Ústave merania
SAV. Práce boli publikované v rokoch 2005 – 2020.

Tematicky sa práca zaoberá dvomi navzájom súvisiacimi oblasťami využitia
modelov aplikovanej matematiky a štatistiky, ako aj počítačového modelovania,
pri analýze EEG dát. Ich spoločným prvkom je existencia latentnej, nie priamo
merateľnej, dátovej štruktúry, respektíve latentného mozgového procesu generu-
júceho priamo pozorované a merané EEG priebehy na povrchu hlavy. Spoločným
cieľom je lepšie pochopenie mozgovej funkcionality.

Prvú oblasť tvorí vývoj a uplatniteľnosť latentných modelov pre dvojrozmerné
a tenzorové dátové štruktúry. Navrhované nelineárne metódy regresie, klasifikácie
a modelovania založené na jadrovom princípe, ako aj ich systematické a komplexné
štúdium predstavujú prínos autora v oblasti aplikovanej matematiky a strojového
učenia. Táto oblasť je reprezentovaná súhrnnými prehľadovými prácami vychá-
dzajúcimi z nových prístupov a metód navrhnutých autorom a rozpracovaním ich
vlastností a vzťahov vzhľadom na existujúce metódy [RR-1, RR-2, RR-4]. Ap-
likáciou vyvinutých a adaptovaných metód v oblasti neurofyziológie, presnejšie
povedané, použiteľnosťou modelov latentnej dátovej štruktúry pri analýze EEG
sa zaoberajú práce [RR-3, RR-7, RR-9]. Práce, a taktiež ich sprievodné publi-
kácie a konferenčné príspevky, poskytujú nový spôsob štúdia oscilačných rytmov
kortikálnej aktivácie, ktorý sa týmto spôsobom doteraz systematicky neskúmal.

Druhú oblasť latentného modelovania mozgovej funkcionality tvorí návrh a
použiteľnosť pravdepodobnostných grafických modelov pri reprezentácii procesu
spánku a únavy. Problematike sú venované práce [RR-5, RR-6, RR-8]. Navrhnutý
pravdepodobnostný spánkový model vedie k vytváraniu špecifických kontinuálnych
spánkových profilov. Model vychádza z definície väčšieho množstva spánkových
mikrostavov, čím sa dosahuje väčšia flexibilita modelovania spánkovej štruktúry
a tiež jej časových zmien. Pravdepodobnostný princíp umožňuje odklon od dis-
krétnej kategorizácie stavov spánku a pomocou aposteriórnej pravdepodobnosti
jednotlivých spánkových mikrostavov umožňuje lepšie modelovať dynamiku spán-

1



kových zmien. Práca [RR-8] predstavuje ďalšie rozšírenie navrhnutého princípu a
je založená na kombinácií zhlukovania a časovej synchronizácie získaných pravde-
podobnostných profilov pomocou metód funkcionálnej dátovej analýzy. Klinická
validácia navrhnutých modelov a metód vedúcich k novej spánkovej reprezentácii
bola študovaná v [RR-6, RR-8].

2 Vedecké ciele a prínosy práce

Cieľom dizertačnej práce je demonštrovať teoretický a aplikačný prínos autora
v oblasti modelovania a analýzy funkcionality mozgu. Tento prínos zahŕňa nové
formy latentných modelov na analýzu EEG dát, ktoré vedú k návrhu a realizácii
systémov a zariadení pre experimentálny a klinický výskum. Ide metódy jadrového
učenia a metódy z oblasti grafických pravdepodobnostných modelov. Pre obidve
oblasti bolo nutné nielen rozpracovať ich teoretický základ, ale najmä ich valido-
vať a potvrdiť relevantnosť ich použitia pre klinickú prax. Rovnako bolo dôležité
rozpracovať aj detaily ich efektívneho numerického riešenia a implementácie.

Súbor predkladaných prác reprezentuje širšie spektrum oblastí zaoberajúcich
sa funkcionalitou mozgu. Bolo preto nutné detailne pochopiť riešené problémy a
získať dostatočnú znalosť z každej študovanej oblasti. V oblasti štúdia mozgovej
funkcionality to predstavuje dôležitý prvok, ktorý umožňuje prekonať prechod od
aplikovanej matematiky k relevantnej interpretácií získaných výsledkov a prínosu
nových metód pre túto oblasť. Veľmi úzka spolupráca s odborníkmi z neurovednej
oblasti počas celého obdobia výskumu pomohla autorovi prekonať tento dôležitý
prechod. Môžeme však podotknúť, že viaceré navrhnuté metódy našli uplatnenie
aj mimo oblasť neurofyziológie, o čom svedčí široké spektrum vedných oblastí v
ktorých boli metódy použité a práce autora citované.

Popri samotnom súbore prác tvoriacich dizertačnú prácu boli autorom pub-
likované viaceré vedecké články vedúce alebo ďalej rozvíjajúce tematiku. Tieto
sú citované v odbornej časti. Rovnako na základe predkladaných prác vzniklo
niekoľko voľne dostupných súborov podporného softvéru v prostredí MATLAB®

(MathWorks, Inc.) ako aj štyroch prototypov priemyselných aplikácií.

3 Hlavné výsledky dizertačnej práce

Súbor predložených prác reprezentuje teoretický a aplikačný vedecký prínos, ktorý
je možné rozdeliť do nasledujúcich hlavných oblastí:

• návrh multivariantných (viacrozmerných) latentných metód založených na
princípe jadrového učenia a určených pre nelineárnu regresiu, klasifikáciu a
modelovanie vzťahov medzi súbormi dát
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• poskytnutie prehľadnej unifikácie vzťahov medzi navrhnutými a existujúcimi
multivariantnými metódami jadrového učenia, ako aj návrh a prehlaď nových
trendov rozvoja tejto vednej oblasti

• návrh prístupov, interpretácie riešení a systematickej validácie tenzorickej
dekompozície neurofyziologických dát

• aplikácia študovaných metód latentnej multivariantnej reprezentácie neuro-
fyziologických dát v oblasti konštrukcie rozhraní mozog-počítač ako aj mo-
nitorovania kognitívneho stavu a únavy subjektov

• návrh nového spôsobu a metód modelovania spánkového procesu pomocou
pravdepodobnostných grafických modelov

• vypracovanie konceptu reprezentácie spánkového procesu založenom na spo-
jení pravdepodobnostného modelovania a funkcionálnej dátovej analýzy ap-
likovanej na problém zhlukovania a časovej synchronizácie kriviek

• aplikácia pravdepodobnostného modelovania spánku na širokú množinu spán-
kových dát, systematická validácia prístupu a jeho klinická relevantnosť

Hlavné výsledky dizertačnej prace detailnejšie popíšeme v nasledujúcom texte.

3.1 Latentná reprezentácia a modelovanie dát

Ľudský mozog predstavuje jeden z najkomplexnejších živých systémov aký po-
známe. Nie je to dané len jeho komplexnou anatomickou štruktúrou, ale hlavne
jeho funkcionalitou. Z dôvodu tejto komplexnosti si lepšie pochopenie fungovania
mozgu vyžaduje aj použitie pokročilých nástrojov matematického a počítačového
modelovania. Nie je to preto náhoda, že s vývojom nových metód aplikovanej ma-
tematiky, štatistiky alebo strojového učenia sa paralelne rozvíjala tiež oblasť ich
využitia pri skúmaní mozgovej funkcionality.

3.1.1 Multivariantný prístup

V mnohých oblastiach merania a analýzy dát sa často stretávame so situáciou,
kedy nie sme schopní priamo merať študovanú veličinu, ale len veličiny, ktoré ju
nepriamo reprezentujú. Príkladom je nepriame meranie elektrickej kortikálnej ak-
tivácie na povrchu hlavy pomocou EEG. Matematicky môžeme danú situáciu de-
finovať nasledovne

S = FX + E = F(B + N) + E (1)

kde matica S ∈ RNe×T reprezentuje súbor EEG meraní na Ne elektródach na povr-
chu hlavy v T časových okamihoch, matica X ∈ RNc×T aktiváciu v Nc kortikálnych
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oblastiach mozgu a matica E ∈ RNe×T súbor externých, nie kortikálnych, signálov
považovaných z hľadiska ich zdroju za šum. Matica F ∈ RNe×Nc predstavuje tzv.
dopredný model priemetu kortikálnej aktivácie na povrch hlavy a je definovaná fy-
zikálnymi a anatomickými vlastnosťami vrstiev medzi kortexom a povrchom hlavy.
Maticu X často uvažujeme ako dekompozíciu i) kortikálnej aktivácie, ktorej sledo-
vanie je našim cieľom, matica B ∈ RNc×T v (1), a ii) kortikálnej aktivácie, ktorá z
hľadiska úlohy predstavuje zložku, ktorá je mimo cieľa štúdia, matica N ∈ RNc×T

v (1). Príkladom môže byť špecifická elektrická oscilácia, označme ju Osc1, ktorá je
v danom časovom okamihu aktívna v Nc1 ⊂ Nc kortikálnych podoblastiach mozgu
a ktorú sa snažíme detegovať a monitorovať. Aktivácia Osc1 v danom čase T1 ⊂ T
sa prejaví v Nc1 riadkoch a T1 stĺpcoch matice B. Naopak, z hľadiska definovanej
úlohy nie je Osc1 vo zvyšných Nc − Nc1 kortikálnych podoblastiach prítomná, čo
môžeme reprezentovať nulovou hodnotou v príslušných riadkoch a stĺpcoch matice
B. Rovnako môžeme z hľadiska zápisu do matíc B a N uvažovať o ďalších korti-
kálnych aktiváciách ktoré sledujeme, alebo ktoré sú mimo nášho záujmu. Keďže
dopredný model reprezentovaný maticou F nepremieta X homogénne do všetkých
elektród na povrchu hlavy, okrem špecifického časového prejavu Osc1, môžeme pra-
covať aj so špecifickým priestorovým rozložením sledovanej oscilácie na povrchu
hlavy. Úlohou aj v takto na pohľad jednoducho definovanom probléme zostáva,
ako z meraní S získať informáciu o časovej aktivácii a kortikálnom rozložení Osc1.

Model (1) predstavuje ilustratívny príklad a jeho využitie je hlavne pri prob-
léme inverzného modelovania kortikálnej aktivácie z EEG pozorovaní na povrchu
hlavy. Avšak rovnako môžeme uvažovať aj pri modelovaní EEG samotného. Vtedy
nahradíme maticu X súborom premenných nášho záujmu, napríklad priestorovo a
frekvenčne špecifických oscilácii prítomných v EEG. Môžeme si všimnúť, že tým
rozširujeme problém o ďalšiu modalitu, frekvenčnú charakteristiku. Tým sa dostá-
vame do oblasti tenzorických dát, teda oblasti, v ktorej dáta nie sú reprezentované
ako matice (dvoj-dimenzionálny tenzor), ale ako troj- alebo viac-dimenzionálny
tenzor. Takýto prístup autor rozvinul práve pre oblasť štúdia mozgovej funkciona-
lity, v ktorej sa tenzorická reprezentácia zdá byť pre modelovanie EEG dát veľmi
vhodná. Problematike sa budeme bližšie venovať v časti 3.2.3.

Vráťme sa však k ilustratívnemu modelu (1). V matematickej štatistike exis-
tuje niekoľko klasických, dlhodobo študovaných a používaných metód hľadajúcich
latentnú reprezentáciu X v modeli (1). Metóda hlavných komponentov (principal
component analysis, PCA) alebo faktorová analýza (factor analysis, FA) predsta-
vujú základné metódy, v ktorých operujúcou štatistikou hľadania latentného pod-
priestoru je variancia [Jolliffe, 2002, Gorsuch, 2002]. Z novších metód môžeme spo-
menúť analýzu nezávislých komponentov (independent component analysis, ICA)
vo veľkej miere používanej pri predspracovaní a analýze EEG a založenú na prin-
cípe hľadania štatisticky maximálne nezávislých latentných zdrojov. V časti 3.2
upriamime pozornosť na menej známy model parciálnych najmenších štvorcov a
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jeho vzťah k štandardným latentným modelom známym v oblasti matematickej
štatistiky, tematike ktorej sa autor systematicky venoval.

Model (1) reprezentuje situáciu, kedy vzťah medzi latentným priestorom a
meranými veličinami je lineárny. Pre reálne problémy to však predstavuje značné
zjednodušenie. V praxi práve naopak môže mať tento vzťah nelineárnu povahu
S ∼ f(FX), kde f(.) reprezentuje neznámu nelineárnu funkciu mapujúcu dáta
latentného priestoru na priestor pozorovaných dát. Problému sa autor venoval
pri jeho návrhu nelineárneho jadrového modelu parciálnych najmenších štvorcov,
ktorý je určený na modelovanie, regresiu a klasifikáciu dát s latentnou štruktúrou.

3.1.2 Pravdepodobnostný prístup

Iný prístup modelovania latentného systému predstavuje trieda pravdepodobnost-
ných grafických modelov (PGM). Ide o triedu modelov operujúcich na princípe
podmienenej pravdepodobnostnej závislosti medzi skúmanými veličinami. Tento
typ modelov sa často študuje a používa v oblasti pravdepodobnosti, Bayesov-
skej matematickej štatistiky alebo strojového učenia. Základným prvkom PGM
je grafická reprezentácia rozdelenia pravdepodobnosti skúmaných veličín, ktorá
faktorizovaným spôsobom zobrazuje súbor nezávislostí, platiacich v danom rozde-
lení pravdepodobnosti. Grafická reprezentácia a s ňou spojené inferečné pravidlá
umožňuje návrh širokého spektra modelov [Bishop, 1995]. Uveďme si to na jedno-
duchom príklade využívajúcom princíp podmienenej pravdepodobnostnej nezávis-
losti, ktorý potom rozvedieme a aplikujeme na oblasť modelovania EEG dát.

Uvažujme tri náhodné premenné x, y a z. V tomto kroku môžeme predpokladať
ľubovoľné spojité alebo diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti týchto premenných.
Čo nás však zaujíma, je ich vzájomný vzťah, ktorý uvažujme v nasledovnej forme

p(x, y|z) = p(x|z)p(y|z)

Vzťah hovorí o podmienenej nezávislosti medzi premennými x a y za podmienky
z a umožňuje nám faktorizovať odhad združenéj pravdepodobnosti

p(x, y, z) = p(x, y|z)p(z) = p(x|z)p(y|z)p(z) (2)

V praxi to znamená realizovateľnosť odhadu často komplikovanej združenej prav-
depodobnosti p(x, y, z) pomocou faktorizácie vedúcej k odhadu pravdepodobností
p(x|z), p(y|z) a p(z), ktorých modelovanie a odhad je jednoduchší.

Pre názornosť definujme aplikáciu takéhoto modelu na problém pravdepodob-
nostného modelovania procesu ľudského spánku. Je zrejmé, že jednotlivé stavy
mozgu a ich dynamiku počas spánku nevieme priamo merať a predstavujú pre nás
latentnú diskrétnu premennú, označme ju z. Počas spánku vieme priamo merať
množinu fyziologických dát, ako napríklad EEG, svalovú alebo respiračnú aktivitu
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a podobne. Hovoríme o súbore spánkových meraní, tzv. polysomnografii (PSG).
Zamerajme sa na EEG dáta a označme náhodnou premenou x ich reprezentáciu.
Pravdepodobnosť p(x) vieme priamo modelovať a odhadnúť. Pomocou klinických
pravidiel vieme z PSG dát definovať množinu diskrétnych stavov mozgu počas
spánku, spánkových fáz, a teda pre každý diskrétny stav vieme modelovať podmie-
nenú pravdepodobnosť p(x|z). Rovnako vieme modelovať pravdepodobnosť iných
indikátorov daného stavu mozgu, označme ju p(y). Tá je takisto podmienená da-
ným diskrétnym stavom mozgu a analogicky môžeme uvažovať podmienenú prav-
depodobnosť p(y|z). Príkladom formy modelovania pravdepodobnosti p(x|z) môže
byť zmes Gausovských rozdelení (funkcií), príkladom p(y|z) diskrétne rozdelenie
definujúce pravdepodobnosť výskytu daného indikátora pre daný stav mozgu. In-
dikátorov môžeme mať viac a uvažovať pri nich rovnaký princíp faktorizácie a
podmienenej nezávislosti. Priamo namerané EEG dáta a indikátory nám umožnia
získať odhady p̂(x|z) a p̂(y|z). Odhad apriórnej pravdepodobnosti p̂(z), reflektu-
júcej pravdepodobnosť výskytu daného stavu mozgu, môžeme odhadnúť priamo
z dát alebo použiť dostupnú znalosť o všeobecnej distribúcii modelovaných fáz
spánku. Celý proces inferencie sa potom uzatvára tým, že použijúc známe Bay-
esovo pravidlo môžeme (2) prepísať do formy

p̂(z|x, y) ∼ p̂(x|z)p̂(y|z)p̂(z)

reprezentujúcu aposteriornú pravdepodobnosť daného stavu mozgu, podmienenú
danou sekvenciou EEG dát a hodnotou indikátora. Problematiku bližšie popíšeme
v časti 3.3.

3.2 Modely latentnej reprezentácie - multivariantný prístup

3.2.1 Parciálne najmenšie štvorce

Parciálne najmenšie štvorce (partial least squares, PLS) je široká trieda metód na
modelovanie vzťahov medzi množinami pozorovaných premenných pomocou extra-
hovaných latentných premenných. Pozostáva z regresných a klasifikačných úloh,
ako aj z techník redukcie rozmerov a modelovacích nástrojov. Základným pred-
pokladom všetkých metód PLS je, že pozorované údaje sú generované systémom
alebo procesom, ktorý je riadený malým počtom nie priamo pozorovaných, teda
latentných, premenných. Projekcie pozorovaných údajov do ich latentnej štruktúry
pomocou PLS vyvinuli Herman Wold a spolupracovníci [Wold, 1985].

Metóde PLS sa venovala veľká pozornosť a bola rozvíjaná hlavne v oblasti
chemometrie. Algoritmus sa stal štandardným nástrojom pre spracovanie širokého
spektra problémov pracujúcich s chemickými údajmi. Úspech PLS v chemometrii
viedol k aplikáciám v iných vedeckých oblastiach vrátane neurofyziológie [RR-3].
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Uvažujme základnú formu lineárneho algoritmu PLS určeného na modelovanie
vzťahu medzi dvoma súbormi dát (blokmi premenných). Označme X ⊂ RN pries-
tor premenných predstavujúcich prvý blok a podobne Y ⊂ RM priestor predsta-
vujúci druhý blok premenných. Ďalej uvažujme, že máme k dispozícií n dátových
vzoriek z každého bloku premenných. PLS metóda je založená na rozklade matíc
premenných X ∈ Rn×N a Y ∈ Rn×M na tvar

X = TPT + E
Y = UQT + F

kde T ∈ Rn×p, U ∈ Rn×p sú matice tvorené p extrahovanými latentnými vektormi
(premennými), matica P ∈ RN×p a matica Q ∈ RM×p predstavujú matice váh a
E ∈ Rn×N , ako aj matica F ∈ Rn×M predstavujú matice zvyškov dekompozície.

Riešenie PLS dekompozície je vo svojej klasickej podobe založené na algoritme
nelineárnych iteratívnych čiastkových najmenších štvorcov (NIPALS) [Wold, 1985],
ktorého riešením je odhad vektorov w, c spĺňajúcich nasledovný vzťah

[cov(t,u)]2 = [cov(Xw,Yc)]2 = max|r|=|s|=1[cov(Xr,Ys)]2

kde cov(t,u) = tTu/n označuje odhad kovariancie medzi latentnými vektormi t a
u tvoriacimi stĺpce matíc T a U.

Dá sa ukázať, že váhový vektor w tiež zodpovedá prvému vlastnému vektoru
nasledujúceho problému vlastných hodnôt [Höskuldsson, 1988]

XTYYTXw = λw

Latentné premenné t a u sa dajú potom odhadnúť ako

t = Xw a u = Yc

Podobne vieme formulovať problém vlastných hodnôt pre extrakciu odhadov t, u
alebo c [Höskuldsson, 1988]. Užívateľ potom rieši jeden z týchto problémov vlast-
ných hodnôt a ďalšie latentné vektory alebo vektory váh sú ľahko vypočítateľné
pomocou existujúcich vzťahov medzi nimi [RR-2].

PLS je iteračný proces. Po extrakcii latentných vektorov t, u dochádza k od-
čítaniu informácie (variance), ktorú tieto vektory reprezentujú, od matíc X a Y,
tzv. krok označovaný ako deflácia. Celý proces odhadu ďalších dvojíc latentných
vektorov t a u sa následne opakuje. Forma deflácie definuje niekoľko variant PLS.

V knižnej kapitole [RR-2] sa autor spolu s Nicole Krämer systematicky ve-
novali štúdiu variant PLS modelov určených pre problém regresie, klasifikácie a
modelovania dát, ako aj ich vzájomných vzťahov. V tejto systematickej štúdii sa
zaoberali existujúcimi vzťahmi medzi PLS a PCA a kanonickej korelačnej analýzy
(canonical correlation analysis, CCA).
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Knižná kapitola dosiahla značný citačný ohlas momentálne viac ako 630 WOS
citácií a autor sa domnieva, že tento záujem je hlavne z dôvodu systematického
a zrozumiteľného podania danej problematiky, zdôraznenia posledných vedeckých
poznatkov o vlastnostiach PLS, ako aj ďalšieho smerovania výskumu v tejto ob-
lasti. Pre zaujímavosť môžeme uviesť, že PLS metóda sa stala súčasťou softvéru
MATLAB® (MathWorks, Inc.) a v dokumentácii funkcie plsregress tvorí jednu z
dvoch citovaných prác práve knižná kapitola [RR-2].

Kapitola sa prehľadovo zaoberá aj nelineárnym, tzv. jadrovým PLS modelom
navrhnutým autorom [Rosipal and Trejo, 2001, Rosipal et al., 2003a]. V nasledujú-
cej podkapitole model v krátkosti popíšeme a budeme sa venovať jeho neskoršiemu
teoretickému vývoju a návrhom jeho variant.

3.2.2 Nelineárne parciálne najmenšie štvorce

Jadrové (kernel) metódy [Cristianini and Shawe-Taylor, 2000, Schölkopf and Smola,
2002, Shawe-Taylor and Cristianini, 2004, Vapnik, 1998] sú relatívne nová meto-
dológia, ktorá zahŕňa sériu užitočných modelov a algoritmov na analýzu dát. Ich
všestrannosť a efektívnosť použitia umožnili, že sa stali štandardným nástrojom
pre odborníkov z praxe, ako aj témou pre výučbu aplikovanej štatistiky a kurzov
analýzy dát.

Jadrové metódy kombinujú jednoduchosť a výpočtovú efektívnosť lineárnych
algoritmov, ako je perceptrónový algoritmus alebo hrebeňová regresia, s flexibilitou
nelineárnych systémov reprezentovaných napríklad umelými neurónovými sieťami.
Vyznačujú sa taktiež zakomponovaním dôslednosti teoretických prístupov mate-
matickej štatisticky, ako napríklad metód regularizácie v systéme viacrozmernej
štatistiky alebo metód štatistickej inferencie [Vapnik, 1998]. V dôsledku spôsobu,
akým reprezentujú regresné alebo klasifikačné funkcie, tieto algoritmy zvyčajne
transformujú problém odhadu a učenia k jednoduchému problému optimalizácie,
ktorý vedie k riešeniu v polynomiálnom čase, dokáže sa vyhnúť problému lokál-
nych miním, typickým pre neurónové siete, rozhodovacie stromy a iné nelineárne
prístupy.

Algoritmy učenia založené na jadrovom učení fungujú na princípe mapovania
dát do Hilbertovho priestoru a hľadania lineárnych vzťahov v tomto priestore. Ma-
povanie sa vykonáva implicitne, to znamená zadaním skalárneho súčinu pre každú
dvojicu bodov, a nie priamym mapovaním daných bodov do súradníc uvažova-
ného Hilbertovho priestoru. Prístup má niekoľko výhod, z ktorých najdôležitejšia
je to, že skalárny súčin v danom priestore sa dá vypočítať oveľa jednoduchšie ako
súradnice samotných bodov.

Opäť definujme vstupný priestor X ⊂ RN a uvažujeme mapovanie prvkov tohto
priestoru φ : X → F do vektorového priestoru F . Funkcia, ktorá pre každé dva
body xi ∈ X a xj ∈ X vráti skalárny súčin medzi ich namapovanými vektormi v
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priestore F sa nazýva jadrová funkcia.
Definícia 3.1. Jadrová funkcia k je taká funkcia, že pre všetky x,y ∈ X platí vzťah
k(x,y) = 〈φ(x), φ(y)〉F , kde φ je mapujúca funkcia z X do Hilbertovho priestoru
F a 〈·, ·〉F označuje skalárny súčin v F .

Uvažujeme taktiež maticu s prvkami kij = k(xi,xj), tzv. jadrovú maticu alebo
tiež nazývanú Gramova matica. Vďaka tomu, že prvky tejto matice predstavujú
skalárny súčin, je to vždy symetrická a pozitívne semidefinitná matica. Gramova
matica reprezentuje skalárne súčiny medzi všetkými pármi vstupných bodov, to
znamená, že úplne určuje relatívne polohy medzi týmito bodmi v priestore F .

Spoločnou vlastnosťou všetkých jadrových algoritmov je to, že hľadáme ich
riešenie ako lineárnu funkciu v priestore F

f(x) = wTφ(x)

pre nejaký vektor váh (koeficientov) w. Jadrový prístup je potom možné použiť,
ak váhový vektor w vieme vyjadriť ako lineárnu kombináciu vstupných bodov
w =

∑n
i=1 αiφ(xi), z čoho vyplýva, že funkciu f môžeme vyjadriť nasledovne

f(x) =
n∑
i=1

αik(xi,x) (3)

Vráťme sa späť k samotnej jadrovej funkcii k. Otázkou ostáva, ktoré funkcie
môžeme považovať za jadrové a aký je ich vzťah k priestoru F . Využijúc Moore-
Aronszajn vetu [Aronszajn, 1950] vieme, že každej jadrovej funkcii prislúcha tzv.
reproducing kernel Hilbert space (RKHS), čo je špeciálny Hilbertov priestor fun-
kcií, ktorý tu označujeme ako F . Tento vzťah platí aj opačne, teda každému RKHS
prislúcha jadrová funkcia. Ako už naznačuje Definícia 3.1 a vzťah (3), skalárny sú-
čin v takomto priestore môžeme vypočítať práve cez hodnotu jadrovej funkcie
prislúchajúcej k tomuto priestoru. Je to dôležitý aspekt jadrového učenia, pretože
priestor F môže byť vysokodimenzionálny, dokonca nekonečne dimenzionálny. Vy-
plýva to zo známej Mercerovej vety [Mercer, 1909], podľa ktorej môžeme jadrovú
funkciu rozvinúť do potenciálne nekonečného radu

k(x,y) =

NF∑
i=1

λiψi(x)ψi(y),

NF∑
i=1

λi <∞, NF ≤ ∞

kde λi ∈ R+ sú vlastné čísla a {ψi(.)}NFi=1 sú vlastné funkcie (eigenfunctions) spĺňa-
júce vzťah ∫

X
k(x,y)ψi(y)dµ(y) = λiψi(x)
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vzhľadom na mieru µ(.) priestoru X . Ide o uplatnenie tzv. spektrálnej vety na
integrálny operátor Γk : L2(X )→ L2(X ) definovaný ako

(Γkψ)(x) :=

∫
X
k(x,y)ψ(y)dµ(y), ∀ ψ(.) ∈ L2(X )

Populárna a veľmi známa metóda support vector machines (SVM), vychá-
dzajúca z princípov teórie štatistického učenia rozvinutej V. Vapnikom [Vapnik,
1998], využíva pri tvorbe svojich algoritmov práve tento princíp jadrového učenia.
Postupne boli navrhnuté a študované nelineárne jadrové varianty štandardných
lineárnych štatistických metód ako napríklad jadrová verzia PCA (KPCA) [Schöl-
kopf et al., 1998], jadrová verzia metódy hrebeňovej regresie [Saunders et al., 1998]
a podobne.

V závere svojho doktorandského štúdia autor navrhol metódu regresie pomocou
jadrových parciálnych najmenších štvorcov (KPLS) [Rosipal and Trejo, 2001]. Hoci
táto práca bola publikovaná až po získaní titulu PhD, do série najdôležitejších
vybraných prác ju autor nezaradil. Práca sa stala odrazovým bodom pre ďalší
rozvoj problematiky, návrhov jej modifikácie a rozšírení pre oblasť klasifikácie a
modelovania, ako aj jej aplikácie v oblasti EEG [RR-1, RR-4], [Rosipal et al.,
2003a, Rosipal et al., 2003b, Trejo et al., 2015]. Tejto tematike sa autor venoval
počas post-doktorandského pôsobenia v NASA Ames Research Center (2001-2004).
V stručnosti metódu KPLS popíšeme, poukážeme na jej rozšírenia a vzťah k iným
metódam jadrového učenia.

Pracujme opäť s nelineárnou transformáciou vstupných dát {xi}ni=1 do vekto-
rového priestoru F ; t.z. zobrazením φ : xi ∈ RN → φ(xi) ∈ F . Naším cieľom
je zostrojiť lineárny PLS model v F . V podstate to znamená, že získame neline-
árny model v priestore pôvodných vstupných premenných. Označme symbolom
Φ ∈ Rn×NF maticu, ktorej i-tý riadok je vektor φ(xi). Ako sme už spomenuli,
v závislosti od φ(.) môže F s NF ≤ ∞ reprezentovať vysoko dimenzionálny, do-
konca nekonečne dimenzionálny vektorový priestor, s ktorým výpočtovo nevieme
pracovať. Avšak v praxi pracujeme iba s n pozorovaniami a riešenie hľadáme ako
lineárnu kombináciu vektorov {φ(xi)}ni=1. Táto situácia je analogická s prípadom,
keď matica vstupných údajov X má viac stĺpcov ako riadkov; t.z. máme do čine-
nia s viac premennými ako meraniami. V takom prípade je numericky vhodnejšie
pracovať s maticou XXT ako s maticou XTX.

Motivovaní princípom jadrového učenia sme v práci [Rosipal and Trejo, 2001]
upravili štandardný NIPALS algoritmus na jeho jadrovú verziu. Tu však použijeme
riešenie založené na riešení problému vlastných hodnôt, t.z. prístup, ktorý sme
použili v [Rosipal et al., 2003a]. Namiesto odhadu vektora váh w pri riešení (3.2.1)
môžeme uvažovať problém odhadu latentného vektora t

XXTYYT t = λt
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a po jeho odhadnutí určiť latentný vektor u zo vzťahu

u = YYT t

Uvažujme teraz rovnakú úlohu v priestore F . Keďže vieme, že pre prvky Gra-
movej matice K platí kij = k(xi,xj) = φ(xi)

Tφ(xj), tak daný problém vlastných
hodnôt v F môžeme prepísať ako

KYYT t = λt (4)

a po jeho vyriešení opäť určiť u. Ako sme už vyššie spomínali, pri metóde PLS sa
latentné vektory t a u získavajú iteračne, teda daný problém vlastných hodnôt sa
nerieši naraz, ale po každom kroku na novej matici Kdefl, od ktorej bol príspevok t
odčítaný, tzv. deflácia K. Otázkou rôznych foriem deflácie, ale aj formami odhadu
samotných latentných vektorov sme sa systematicky zaoberali v knižnej kapitole
[RR-2] a pre oblasť jadrového učenia v knižnej kapitole [RR-1].

Pri regresnom KPLS modeli vektor Y predstavuje maticu závislých premen-
ných. Môže sa jednať o jednu závislú premennú (vektor) alebo niekoľko súčasne
meraných závislých veličín [Breiman and Friedman, 1997]. V práci [Rosipal et al.,
2003a] sme navrhli model, v ktorom uvažujeme nelineárnu transformáciu Y →
F1. To vedie k možnosti modelovať vzťahy medzi dvoma mapovanými množinami
dát pomocou ich latentných reprezentácií. Riešenie pre latentný vektor t získame
úpravou vzťahu (4) do tvaru

KK1t = λt

kde K1 reprezentuje Gramovu maticu definovanú jadrovou funkciou k1, určujúcou
RKHS priestor F1. Takáto reprezentácia vedie k modelu blízkemu jadrovej kanonic-
kej korelačnej analýze (KCCA), v ktorej však kritériom vzťahov medzi latentnými
premennými dvoch množín dát nie je korelácia, ale kovariancia. V [RR-1] sme
analyzovali jadrovú verziu hrebeňovej regresie, KPCA a KCCA, ako aj ich vzťah
ku KPLS. V tejto knižnej kapitole sme podali systematický prehlaď metód a v
kontexte koncepcie SVM sme v detailoch podali systematický prehľad tzv. pri-
márnej a duálnej reprezentácie riešenia. To viedlo ku korektnej definícii KCCA,
ktorá dovtedy nebola publikovaná.

Vráťme sa k využitiu modelu KPLS pre problém klasifikácie dát. V takomto
prípade matica Y reprezentuje príslušnosť daného merania k danej triede. To naz-
načuje, že variancia takejto reprezentácie príslušnosti ku klasifikovanej triede alebo
triedam nie je dôležitá. V práci [Rosipal et al., 2003a] sme navrhli upravený model
tzv. ortonormalizovanej KPLS

KY(YTY)−1YT t = KỸỸT t = λt

u = ỸỸT t

kde Ỹ = Y(YTY)−1/2 predstavuje maticu nekorelovaných a normalizovaných pre-
menných reprezentujúcich príslušnosť k danej triede.
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”We thank R. Rosipal for devising a correlati-
onal version of PPCA ... ” – A. S. Cowen et al.
(2019). Nature Human Behaviour, 3, 369–382.

Princíp ortonormalizácie sa dá vy-
užiť obecnejšie. Napríklad, pri recen-
zii novej metódy PPCA (principal
preserved component analysis) navrhol autor predkladateľom rukopisu úpravu ich
metódy, čo prispelo k úspešnej publikácii v časopise Nature Human Behaviour.
V [Rosipal et al., 2003a] sme poukázali na dôležitý vzťah navrhovanej metódy k Fis-
herovej lineárnej diskriminačnej analýze (LDA), ako aj riešeniu CCA v prípade, že
Y reprezentuje príslušnosť k dvom klasifikačným triedam (taktiež v [RR-2]). Zdô-
raznili sme dôležitý aspekt metódy KPLS, ale aj PLS, pre problém klasifikácie.
Ukázali sme, že projekcia riešenia nie je obmedzená hodnosťou Y, ako v prípade
LDA, ale umožňuje nám vyšetrovať možnosti klasifikácie v konštruovaných prieme-
toch, a to až do hodnosti matice reprezentujúcej danú dátovú množinu (v prípade
KPLS hodnosť matice K). Pri probléme dvoch tried to znamená, že tieto priemety
zodpovedajú v každom kroku priemetu podobnému riešeniu LDA, avšak vždy po-
užijúc novú maticu Kdefl [RR-2]. Navrhli sme metódu KPLS-SVC, kombinujúcu
KPLS extrakciu latentnej reprezentácie s následným klasifikačným SVM modelom,
tzv. support vektor classification (SVC). Metódu sme navrhli obecne, pre problém
klasifikácie do dvoch alebo viacerých tried.

Elegantnosť a vysoká úspešnosť modelu KPLS pre nelineárnu regresiu, klasifi-
káciu alebo modelovanie vzťahov medzi množinami dát, viedla k značnému ohlasu
s viac ako 545 WOS citáciami a implementáciam v prostredí MATLAB, R, alebo
Python. V knižnej kapitole [RR-4] sa autor zaoberal problematikou porovnania
metódy KPLS s inými variantami nelineárnych PLS modelov. Tieto sú založene
na princípe priamej, explicitnej nelineárnej transformácie vstupných premenných
X do nového vektorového priestoru, nelineárnej transformácie odhadnutých latent-
ných vektorov alebo implementácie PLS formou umelých neurónových sieti.

Každý z týchto prístupov má svoje klady a zápory. Nespornou výhodou KPLS
je jednoduchá implementácia a aj napriek jednoduchšej výpočtovej náročnosti
schopnosť modelovať zložité nelineárne vzťahy medzi množinami dát. Navyše, me-
tóda sa dá redukovať tiež pre prípad, že sa snažíme modelovať nelineárny vzťah
pomocou priestoru F , v ktorom vieme explicitne určiť hodnoty bodov. Napr. použi-
júc polynomiálnu jadrovú funkciu k(x,y) = (〈x,y〉+1)d vedúcu k tvorbe priestoru
reprezentujúceho všetky polynomické členy až do hodnosti d. Tým sa KPLS stáva
zovšeobecnením niektorých predtým navrhnutých nelineárnych PLS modelov [RR-
4]. Môžeme si všimnúť, že pre d = 1 získavame lineárnu verziu PLS, pre ktorú je
jadrové riešenie numericky a výpočtovo výhodné v prípade n� N , teda v situácii,
keď máme podstatne menej pozorovaní ako premenných.
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3.2.3 Tenzorická reprezentácia EEG

Metóda PLS má svoje korene v oblasti analytickej chémie. Jej rozvoj práve v tejto
vednej oblasti je daný štruktúrou dát, napr. spektrálne profily infračervenej alebo
hmotnostnej spektrometrie, apod. Na popis dát však často maticová štruktúra
nestačí, respektíve nie je vhodná. Príkladom je meranie spektrálnych profilov pri
rôznych podmienkach, napr. teplote. To vedie k tenzorickej reprezentácii dát, často
označovanej ako viac-cestná analýza (multi-way analysis).
Ako sme naznačili vyššie, práve tenzorická reprezentácia dát sa zdá byť prirodze-
nou cestou reprezentácie EEG dát, pretože v najbežnejšej forme meriame EEG v
čase, na viacerých elektródach a časové úseky reprezentujeme odhadom spektrálnej
hustoty.

Naším cieľom v oblasti EEG je odhad špecifických frekvenčne a priestorovo
lokalizovaných oscilačných zdrojov, tzv. atómov EEG. Zameriame sa preto na dva
modely tzv. učenia bez učiteľa (unsupervised learning), a síce model paralelnej
faktorovej analýzy (PARAFAC) a Tuckerov model, ktoré sme študovali a úspešne
aplikovali v oblasti EEG [RR-7, RR-9].

Paralelná faktorová analýza (PARAFAC)

Troj-cestná metóda PARAFAC rozkladá (tvorí dekompozíciu) tenzora X ∈ RI×J×K

na matice A ∈ RI×F , B ∈ RJ×F a C ∈ RK×F , ako aj tzv. mixovací (zmiešavací)
tenzor (core tensor) G ∈ RF×F×F . Túto dekompozíciu môžeme pomocou prvkov
daných tenzorov a matíc1 vyjadriť vo forme

xijk =
F∑
f=1

gfffaifbjfckf + eijk (5)

i = 1, . . . , I; j = 1, . . . , J ; k = 1, . . . , K

kde F reprezentuje počet faktorov (komponentov). Dekompozíciu získame mini-
malizáciou sumy štvorcov odchýlok

I∑
i=1

J∑
j=1

K∑
k=1

(
xijk −

F∑
f=1

gfffaifbjfckf

)2

za podmienok

‖af‖2 =
I∑
i=1

a2
if = 1, ‖bf‖2 =

J∑
j=1

b2
jf = 1, ‖cf‖2 =

K∑
k=1

c2
kf = 1, f = 1, . . . , F

1Hoci je matica 2-dimenzionálny tenzor, budeme v ďalšom texte používať termín matica na
odlíšenie od viac-dimenzionálnych tenzorov.
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Tenzor E ∈ RI×J×K reprezentuje nevysvetlenú časť X, často považovanú za šum
alebo chybovú zložku modelu. Ako je znázornené na grafickej schéme modelu (Obr.
1a), mixovací tenzor G má nenulové prvky iba na hlavnej super-diagonále. V
dôsledku toho každý stĺpec A súvisí iba s jedným stĺpcom B a jedným stĺpcom C.

BT	
	

  
 
 
                   K x F 
        

                                                                                C	
 
         
 
 

   =                           F x F x F                F x J           + 
   
 
      
        I x J x K                          I x F               I x J x K 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X	 G	A	 E	

(a) Paralelná faktorová analýza (PARAFAC)

X	 A*	

	

  
 
 
                   K x O 
        

                                                                              C* 
 
         
 
 
 

                            =                          M x N x O                   N x J         + 
   
 
 
 I x J x K                           I x M              I x J x K 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

G*	 B*T	
E*	

(b) Tuckerov model

Obr. 1: Grafické schémy modelov rozkladu tenzo-
rov použitých v štúdii.

Jedna z dôležitých vlastností me-
tódy PARAFAC je jednoznačnosť
riešenia. Táto vlastnosť je splnená
za relatívne miernych podmienok,
a síce stačí, že platí r1 + r2 +
r3 ≥ 2F + 2 [Kruskal, 1989], kde
r1, r2 a r3 reprezentujú tzv. r-
hodnosti matíc A, B a C. Definí-
cia r-hodnosti je nasledovná. Ak
má ktorákoľvek r1-stĺpcová pod-
matica danej matice plnú stĺpcovú
hodnosť a toto neplatí pre nie-
ktorú (r1+1)-stĺpcovú podmaticu,
potom je r-hodnosť matice rovná
r1 [Kruskal, 1989]. Toto je dôležitý
rozdiel od bilineárnych dekompo-
zícií maticovo orientovaných me-
tód typu PCA, FA alebo ICA,
ktorých riešenie je často nejednoz-
načné v zmysle ľubovoľnej rotácie,
a tým pádom vedie vedie k častým
problémom s interpretáciou riešení.

Ďalšou dôležitou vlastnosťou metódy PARAFAC je možnosť uvažovať rôzne
formy reštrikcií na stĺpce matíc A, B alebo C.Napríklad pri reprezentácii EEG
pomocou odhadu spektrálnej hustoty vedie nezápornosť riešenia k uľahčeniu in-
terpretácie. Ďalšou dôležitou reštrikciou je unimodálnosť, ktorú očakávame pri ex-
trakcii úzkopásmových EEG oscilačných rytmov. Na druhej strane, obmedzenie na
ortogonalitu stĺpcov, ako v prípade PCA, nie je zrejme vhodné, pretože nevyplýva
z apriórnych znalostí o EEG a očakávanej fyziologickej interpretácie riešenia. Na-
opak, očakáva sa vzájomne závislá časová aktivácia rôznych atómov alebo atómy
môžu tiež zdieľať podobné priestorové umiestnenia na povrchu hlavy. PARAFAC
nám umožňuje hľadať riešenia ktoré nie sú ortogonálne. Použité formy reštrikcií v
prípade EEG rozoberieme v časti 3.2.4.

Tuckerov model

Tuckerov model predstavuje zovšeobecnenú formu modelu PARAFAC (5), ktorú

14



môžeme zapísať v tvare

xijk =
M∑
m=1

N∑
n=1

O∑
o=1

g?mnoa
?
imb?jnc?ko + e?ijk

i = 1, . . . , I; j = 1, . . . , J ; k = 1, . . . , K

‖a?m‖2 = 1, m = 1, . . . ,M

‖b?n‖2 = 1, n = 1, . . . , N

‖c?o‖2 = 1, o = 1, . . . , O

kde však nepredpokladáme, že matice A?,B?,C? majú rovnaký počet stĺpcov a
mixovací tenzor G? má ľubovoľnú štruktúru (Obr. 1b). Príspevok každého stĺpca
matíc tvoriacich rozklad k danému atómu je definovaný prvkami tenzora G?, ktorý
môžeme chápať ako tenzor váh.

Všeobecne, a na rozdiel od modelu PARAFAC, nie je riešenie Tuckerovho roz-
kladu jednoznačné [Kiers, 1998, Cichocki et al., 2009]. Akákoľvek ortogonálna ro-
tácia matice A?,B? alebo C? a následná inverzná rotácia G? vedie k rozkladu s
rovnakou chybou, ale inou interpretáciou. Pri Tuckerovom modeli je taktiež po-
trebné venovať dostatočnú pozornosť interpretácií extrahovaných komponentov v
dôsledku ľubovoľnej štruktúry G?, ktorá spája stĺpce matíc rozkladu s každým
uvažovaným komponentom [Kiers, 1998].

Voľnosť rotácie riešenia a interpretácia G? sa vo všeobecnosti rieši buď i) fixá-
ciou vybraných prvkov G? na pevné hodnoty (zvyčajne nuly) na základe apriórnej
informácie o analyzovanom probléme [Kiers and Smilde, 1998], alebo ii) rotáciou
G? s cieľom dosiahnuť jej riedku alebo špeciálnu štruktúru (super-diagonálnosť,
diagonálne rezy, apod.) [Kiers, 1998]. Ďalšou možnosťou na zlepšenie stability rie-
šenia je, podobne ako v prípade metódy PARAFAC, aplikácia reštrikcií na štruk-
túru stĺpcov matíc rozkladu (nezápornosť, unimodalita, apod.) [Kiers and Smilde,
1998].

Problémom výberu vhodných reštrikcií pri riešení a interpretácii Tuckerovho
modelu pre oblasť analýzy EEG dát sme sa zaoberali v [RR-9], [Rošťáková et al.,
2020]. Ukázali sme vhodnosť použitia reštrikcií na nezápornosť a unimodalitu stĺp-
cov matíc rozkladu a nezápornosti G?, vedúcej k modelu známemu ako nezáporný
Tuckerov rozklad (NTD) [Cichocki et al., 2009]. V práci [RR-9] sme sa zaoberali
porovnaním a dôkladnou fyziologickou interpretáciou riešení modelu PARAFAC a
NTD, nakoľko správna neurofyziologická interpretácia výsledkov vo väčšine publi-
kovanej literatúry chýba. Hlavné výsledky štúdie popíšeme v nasledujúcej aplikač-
nej časti 3.2.4.
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3.2.4 Aplikácie modelov KPLS, PARAFAC a Tucker na EEG

KPLS
”... In particular, the excellent
suitability of polynomial kernel
PLSR to this kind of data needs to
be pointed out. ... Special thanks
go to Roman Rosipal, Slovak Aca-
demy of Sciences (Bratislava, Slo-
vakia) for kindly providing the ker-
nel PLSR MATLAB functions.” –
R. Brendel et al. (2020). Chemo-
metrics and Intelligent Laboratory
Systems, 205, 104128.

Navrhnutá metóda KPLS, či už pre problém re-
gresie alebo klasifikácie, bola úspešne aplikovaná
v mnohých vedných odboroch, o čom svedči ši-
roké spektrum vedeckých časopisov, v ktorých
bola použitá a citovaná.

My sa však zameriame na oblasť ana-
lýzy EEG dát, konkrétne na oblasť uplatne-
nia metódy pri konštrukcii protokolov rozhrania
mozog-počítač (brain-computer interface, BCI).
Tejto problematike sa autor začal venovať po-
čas pôsobenia v NASA Ames Research Center
(2001-2004) a je súčasťou jeho súčasného výskumu na Ústave merania SAV.

BCI je protokol umožňujúci priamu interakciu medzi mozgom a počítačom
alebo iným externým zariadením. Deje sa to na základe detekcie zmien v zázname
EEG signálu, ktoré súvisia so zmenami mentálneho stavu a následným riadením
externého zariadenia v závislosti od týchto zmien. Vieme napríklad, že pri vyko-
návaní reálneho pohybu, napr. pohybu hornej končatiny, dochádza k zmenám v
EEG, ktoré sú veľmi podobné zmenám, keď vykonávame iba mentálnu predstavu
pohybu, teda procesu bez fyzickej realizácie pohybu samotného.

Obr. 2: Projekcie prvého vektora váh mo-
delu PLS, v čase 370 ms od začiatku po-
hybu, pre 1. deň (vľavo) a 2. deň.

V práci [Rosipal et al., 2003a] sme
sa venovali problému detekcie reálneho
pohybu prstov na ruke pomocou EEG.
Ukázali sme, že metóda PLS-SVC do-
káže extrahovať frekvenčné a priestorové
vzory špecifické pre daného subjekta, s
veľmi dôležitou časovou stabilitou (Obr.
2). Presnosť klasifikácie bola vyššia ako
90%. Prístup sme následne použili pri
konštrukcii BCI protokolu umožňujúceho
na základe mentálnej predstavy pohybu
kontrolovať pohyb kurzora na obrazovke
alebo pre potreby NASA na ovládanie ro-
botického rovera pohybujúceho sa na povrchu Marsu [RR-3], [Trejo et al., 2003].

Inú formu BCI tvoria protokoly pracujúce s evokovanými odpoveďami mozgu
na externý signál. Napríklad sledovaním svetla blikajúceho na určitej frekvencii,
môžeme vo vizuálnej kortikálnej oblasti mozgu pozorovať tzv. vizuálny evokovaný
potenciál v ustálenom stave (steady state visual evoked potential, SSVEP). Inými
slovami, pozorujeme rytmickú odpoveď mozgu reflektujúcu frekvenciu externého
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stimulu. V [RR-3] sme použili dizajn blikajúcich šachovníc umiestnených na stra-
nách obrazovky tak, že frekvencia blikania každej šachovnice sa líšila (frekvencie
v rozsahu 5 až 7 Hz). Pomocou KPLS klasifikácie sme boli u väčšiny subjektov už
po jednom krátkom trénovacom sedení schopní dosiahnuť presnosť klasifikácie na
úrovni 100% (urobit spravny link video SSVEP BCI).

”... Finally, from our survey study, we
recommend the reader to take a closer
look at Trejo et al. [69]. In this work,
the authors implemented an MF detec-
tion model based on KPLS-DLR that
meets most of the desired criteria for
a feasible MF detection system in real
life. Their model is dynamic, feasible for
online implementation, and robust for
cross-subject classification. The system
is very minimally intrusive, using only
two EEG channels and two EOG chan-
nels for artifact rejection. The mathe-
matical algorithm implemented is sim-
ple but has outstanding performance
(97% accuracy). ...” – T. G. Monte-
iro et al. (2019). IEEE Transactions on
Human-Machine Systems, 49, 599–610.

Pri mnohých ľudských činnostiach do-
chádza s narastajúcim časom k zvýšenej
mentálnej únave. Kontinuálne a správne
monitorovanie mentálnej únavy je veľmi
žiadúce hlavne v prostrediach, v ktorých je
správne rozhodovanie človeka kritické pre
bezpečnosť, ako napríklad kontroly letovej
prevádzky alebo riadenie automobilu. Prob-
lémom sme sa systematicky a dlhodobo za-
oberali [Trejo et al., 2015, Trejo et al., 2007].
Navrhli sme KPLS model učiaci sa rozoznať
stav vysokej mentálnej únavy od stavu níz-
kej únavy na začiatku činnosti a pomocou
priemetov do priestoru komponentov KPLS
medzi týmito dvomi krajnými stavmi mo-
nitorovať progres mentálnej únavy v čase.
Prístup sa ukázal ako veľmi účinný v porov-
naní s inými existujúcimi prístupmi [Mon-
teiro et al., 2019]. Rovnako nám umožnil identifikovať neurálne koreláty mentálnej
únavy, ktoré sa ukázali byť v zhode s neurofyziologickým poznaním daného procesu
[Trejo et al., 2015].

PARAFAC & Tuckerov model
Tenzorická dekompozícia EEG dát sa v literatúre objavila relatívne nedávno [Es-
tienne et al., 2001, Miwakeichi et al., 2004]. V prvých publikáciách sme prístup ap-
likovali na problém monitorovania pracovnej záťaže pomocou EEG [Rosipal et al.,
2009], resp. na problém inverzného mapovania aktivácie elementárnych oscilačných
zdrojov (atómov) EEG do kortikálnej oblasti [Rosipal et al., 2013]. Ukázalo sa, že
pre lepšie pochopenie, nastavenia a hlavne interpretáciu výsledkov dekompozície
je potrebné systematickejšie štúdium metodológie na širšej množine experimentov
zameraných na rôzne oblasti mozgovej funkcionality. To sa týka napríklad Tuc-
kerovho modelu, kde sa doposiaľ publikované práce zamerali na využitie modelu
pre oblasť predspracovania EEG dát, ako snahy identifikovať EEG atómy s jasnou
elektrofyziologickou interpretáciou. V práci [RR-9] sme ukázali výhodnosť NTD
modelu pre EEG a taktiež výhodnosť reštrikcie nezápornosti pre priestorové a
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unimodálnej reštrikcie pre frekvenčné komponenty dekompozície. Štúdium viedlo
k návrhu viacerých vylepšení metodológie, hlavne použitiu čisto oscilačnej zložky
frekvenčného spektra ako vstupnej dátovej reprezentácie, ako aj uplatneniu metód
zhlukovania pri hľadaní systematických a fyziologicky interpretovateľných finál-
nych riešení dekompozície [RR-7, RR-9]. Problematike sa naďalej venujeme, čoho
príkladom je navrhnutie a adaptácia dekompozície s bimodálnou reštrikciou pries-
torových vektorov, čo vedie k lepšej detekcii tangenciálnych kortikálnych zdrojov.

Natočili sme ilustračné video vysvetľujúce princíp
protokolu navrhnutej neurorehabilitácie. Práca
zaujala aj RTVS, ktorá o projekte 23/10/2019 od-
vysielala v magazíne Veda a technika reportáž.
(http://aiolos.um.savba.sk/∼roman/rrLab/)

V roku 2013 sme sa začali ve-
novať konštrukcii zariadení a pro-
tokolov určených na rehabilitáciu
obmedzeného alebo úplne paretic-
kého pohybu horných končatín v
dôsledku mozgovej príhody. Metodológiu sme postavili na princípe tréningu so
zrkadlovým boxom, ako aj princípe BCI. Pri oboch sme aplikovali tenzorické mo-
dely na extrakciu špecifických oscilačných EEG atómov spojených s pohybom.

Obr. 3: Príklad aktivácie a deaktivácie troch motorických
oscilačných atómov zistených u jedného z trénovaných pa-
cientov. Krivky predstavujú z-skóre a ich rozptyl. Hore:
Desať sekúnd procesu motorickej predstavy vzhľadom na
referenčnú periódu relaxovaného stavu ( it− 3 až it0 s).
Dole: Päť sekúnd pred spustením pohybu robotickej dlahy
vzhľadom na predchádzajú periódu motorickej predstavy
( it− 8 až it− 5 s).

V oblasti BCI to pred-
stavuje nový, doteraz ne-
použitý prístup, v ktorom
pacient pomocou mentál-
nej predstavy kontroluje
úroveň aktivácie a deakti-
vácie daného atómu alebo
skupiny atómov, t.z. pries-
torovo a frekvenčne špe-
cifických oscilačných EEG
rytmov. Obr. 3 demon-
štruje rozdiel aktivácie iden-
tifikovaných oscilačných ryt-
mov počas stavu relaxá-
cie a mentálnej predstavy
u jedného z pacientov. Na
Ústave merania SAV sme
navrhli a skonštruovali pro-
totyp systému externej ro-
botickej dlahy riadenej na-
vrhnutým protokolom BCI.

V ďalšom kroku sme
nahradili robotickú dlahu virtuálnym prostredím (virtual reality, VR), v ktorom
pacient pomocou mentálnej predstavy pohybu kontroluje virtuálnu ruku simulu-
júcu jeho pohybovo poškodenú končatinu.

Z klinického hľadiska, sme v dlhodobej, deväť mesačnej štúdii ukázali, že tré-
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ning so zrkadlovým boxom vedie k očakávaným krátkodobým, ale aj dôležitým
dlhodobým zmenám oscilačných EEG rytmov spojených s pohybom, nepriamo do-
kazujúcim očakávané zmeny kortikálnej plasticity [RR-7]. To predstavuje doteraz
nepublikovaný výsledok. Tréning so zrkadlovým boxom nám umožňuje identifikáciu
atómov spojených s pohybom, typických pre každého jedinca, bez nutnosti vnuco-
vania mentálnej predstavy pohybu. Následne sa takto extrahované atómy použijú
pri BCI tréningu, či už s robotickou dlahou alebo VR [Rosipal et al., 2018].

3.3 Modely latentnej reprezentácie – pravdepodobnostný
prístup

Spánok nie je v žiadnom prípade monolitický stav, ale zložitý, často cyklický proces
rôznych fyziologických modalít odzrkadľujúcich sa v zmenách EEG, ale aj ďalších
elektrofyziologických mierach, napr. svalovej alebo respiračnej aktivite. Klinická
prax definuje 4 až 5 diskrétnych fáz spánku a fázu bdelosti (wake). Dve základné
fázy spánku sú fáza REM (rapid eye movement), charakteristická prítomnosťou
rýchlych pohybov očí, a fáza bez pohybu očí tzv. non-REM (NREM). NREM sa ďa-
lej delí na 3 alebo 4 fázy reprezentujúce prechodné stavy medzi plytkým spánkom
na jednej strane a najhlbším spánkom na strane druhej. Pre klinickú klasifikáciu
fáz spánku existujú dva základne manuály skórovacích pravidiel i) Rechtschaffen
and Kales (R&K) [Rechtschaffen and Kales, 1968]) a ii) AASM [Iber et al., 2007].2

Detekcia spánkových fáz na základe pravidiel oboch manuálov sa vykonáva vi-
zuálne, čo vedie k veľkým rozdielom medzi rôznymi odborníkmi, predovšetkým v
dôsledku toho, že je ťažké rozpoznať mnoho potrebných elementov nutných pre
klasifikáciu. Navyše variabilita týchto elementov je vágne definovaná. Tým vzniká
vážný problém pre automatizáciu procesu klasifikácie, nakoľko neexistuje jedno-
značné zaradenie sekvencií spánku do danej fázy (tzv. ground truth). Odhaduje sa,
že zhoda v klasifikácií medzi odborníkmi sa pohybuje na úrovni ≈ 80% [Younes
et al., 2016].

Počas vedeckého pobytu autora na Medical University of Vienna (MUV) sme
pristúpili k novému pohľadu na tento problém. Nový pohľad sa dá parafrázovať ako
“let the data speak for itself”, inými slovami, snažme sa štruktúru spánku odhaliť na
základe dostupných dát a umožniť voľnejšiu reprezentáciu spánkového procesu v
porovnaní so striktne definovanou diskrétnou množinou R&K spánkových fáz. Sa-
mozrejme to vedie k dvom otázkam i) ako takýto nový pohľad interpretovať, hlavne
vzhľadom na R&K, a ii) ako overiť jeho relevantnosť vzhľadom na klinické potreby
a prax. K týmto zásadným otázkam sme pristúpili nasledovne. Nami navrhnutý
pravdepodobnostný spánkový model (PSM) umožňuje zakomponovať a pracovať

2V ďalšom nebudeme rozlišovať medzi týmito dvomi variantami klasifikačných pravidiel a
manuálom určené diskrétne spánkové fázy budeme označovať ako R&K.
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s informáciou o príslušnosti danej spánkovej sekvencie k spánkovej fáze definova-
nej štandardným aplikovaním R&K skórovacích pravidiel. To umožňuje vrátiť sa
od voľnejšej PSM spánkovej reprezentácie späť k štandardnej R&K reprezentá-
cii a tým adresovať prvú otázku. Klinickú relevantnosť akéhokoľvek spánkového
modelu chápeme v miere informácie, ktorú nesie o študovanej klinickej vlastnosti.
Konkrétne, ak reprezentácia výstupov dvoch odlišných modelov spánku poskytuje
rôznu mieru korelácie alebo predikcie danej klinickej vlastnosti, napr. subjektív-
neho hodnotenia kvality spánku, uprednostníme model s vyššou mierou informácie.
Teraz pristúpme k popisu cesty vedúcej k návrhu PSM ako aj modelu samotného.

3.3.1 HGMM model spánku a ospalosti

Jeden z prvých pravdepodobnostných prístupov modelovania spánku je založený
na snahe modelovať len tri základné spánkové fázy, a síce REM, NREM a fázu
bdelosti [Flexer et al., 2002a, Flexer et al., 2002b]. Model vychádzal z konceptu
skrytého Markovovho modelu (hidden Markov model, HMM), teda modelu uvažu-
júceho množinu latentných stavov (v tomto prípade stavov mozgu reprezentujúcich
každú z troch uvažovaných fáz spánku) a pravdepodobnosti prechodu medzi nimi.
Súčasťou modelu je aj odhad pravdepodobností generovania priamo pozorovaných
veličín, v tomto prípade sekvencií EEG signálu. Model bol navrhnutý s jednodu-
chou štruktúrou zmesí troch Gaussovských rozdelení (Gaussian mixture model,
GMM), kde každá funkcia modeluje pPravdepodobnostné rozdelenie EEG repre-
zentácie jednej z uvažovaných spánkových fáz. Model reprezentoval nielen nový prí-
stup modelovania spánkového procesu pomocou aposteriórnych pravdepodobností
daných fáz spánku, ale aj prístup s vyššou časovou rozlíšiteľnosťou operujúcou s
1-sekundovými sekvenciami spánkových dát. Poznamenajme, že R&K skórovacie
pravidlá sú založené na vizuálnom skórovaní 30-sekundových sekvencií PSG dát.

Ako sa ukázalo neskôr pri analýze podstatne väčšej databázy spánkových zá-
znamov, model nebol dostatočne flexibilný modelovať distribúciu EEG dát. Autor
spolu so spolupracovníkmi preto navrhli model s hierarchickou štruktúrou zmesí
Gaussovských rozdelení (hierarchical Gaussian mixture model, hGMM). Tým tiež
umožnili rozšíriť množinu skrytých Markovových stavov reprezentujúcich všetky
fázy spánku [Rosipal et al., 2006, Rosipal et al., 2007].

Popíšme si model bližšie. Rovnako ako v časti 3.1.2, uvažujme náhodnú pre-
mennú x reprezentujúcu namerané EEG dáta a jej pravdepodobnosť p(x).3 Pomo-
cou hGMM modelujeme p(x), čo môžeme zapísať nasledovne

p(x) =
S∑
s=1

p(x, zs) =
S∑
s=1

p(zs)p(x|zs)

3V ďalšom texte časti 3.3 nebudeme rozlišovať medzi označením náhodných premenných a
ich prípadnou vektorovou realizáciou.
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kde z reprezentuje stav mozgu počas spánkovej fázy s = 1, . . . , S, a p(zs) je apri-
órna pravdepodobnosť spánkovej fázy s. Podmienenú pravdepodobnosť p(x|zs) mo-
delujeme pre každú spánkovú fázu samostatne pomocou jedného GMM

p(x|zs) =
Ns∑
i=1

αipi(x) =
Ns∑
i=1

αiN (x|µi,Ωi),
Ns∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0

kde N (x|µi,Ωi) reprezentuje hustotu viacrozmerného normálneho (Gaussovského)
rozdelenia pravdepodobnosti so strednou hodnotou µi a kovarianciou Ωi, ktoré pre
d-dimenzionálnu vektorovú reprezentáciu x môžeme písať v tvare

N (x|µi,Ωi) = (2π)−d/2|Ωi|−1/2 exp−(x−µi)T Ω−1
i (x−µi)

⍺i, μi, Ωi
i ∈ N1

p(z1) p(z2) p(zS)

⍺i, μi, Ωi
i ∈ N2

⍺i, μi, Ωi
i ∈ NS

p(x)

p(x|z1) p(x|z2) p(x|zS)

. . .

. . .

Obr. 4: Grafická schéma hGMM.

Koeficienty αi reprezentujú apriórnu prav-
depodobnosť generovania EEG sekvencie,
získanej počas spánkovej fázy s, k danej
pravdepodobnosti pi(x). Ns reprezentuje
celkový počet Gaussovských rozdelení tvo-
riacich zmes pre modelovanie s-tej spánko-
vej fázy (Obr. 4).

V počiatočných modeloch sme uvažovali
HMM formu, teda snažili sme sa modelovať a odhadnúť pravdepodobnosti precho-
dov medzi latentnými stavmi. Ako sa však ukázalo, toto neprinieslo očakávanú
zmenu, nakoľko výsledná pravdepodobnostná matica prechodov mala tvar blízky
diagonálnej matici a teda bola to len samotná hGMM štruktúra separujúca jed-
notlivé spánkové fázy. Jednou z príčin je “krátka pamäť” HMM v tomto prípade, v
ktorom pracujeme s niekoľko hodinovými spánkovými záznamami a v ktorom daná
spánková fáza môže trvať niekoľko desiatok minút. Poznamenajme, že naša snaha
je modelovať spánkový proces kontinuálne a navrhnuté modely pracujú väčšinou s
3-sekundovými vstupnými sekvenciami EEG dát.

Výpočet aposterior. hodnôt  

Predspracovanie a extrakcia 
príznakov 

Učenie bez učiteľa –
poprehadzovanie GMM

Učenie s učiteľom pre GMM každej 
triedy 

AR(10) koeficienty

GMM

GMM

Polysomnografické
dáta

Kontinuálne 
pravdepodobnostné 

krivky  

EEG data

R&K hodnoty 

Detekcia
artefaktov 

Proces 
spánkových 
vretienok

Obr. 5: Schéma krokov tvorby hGMM.

V snahe modelovať spánkovú
štruktúru “voľnejšie” ako striktnú
R&K kópiu sme navrhli tzv. prístup
poprehadzovania (reshuffling), v kto-
rom sa počiatočná štruktúra hGMM
odhadne na základe malého množ-
stva EEG sekvencií klasifikovaných
pomocou R&K, a v ďalšom kroku sa
odhad parametrov modelu vykonáva
bez použitia znalosti o R&K prísluš-
nosti danej EEG sekvencie. Model
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taktiež využíval odhad pravdepodobnosti prítomnosti tzv. spánkových vretienok
(sleep spindles), ktorých výskyt je typický pre hlbšie spánkové fázy a v našom
modeli upravuje apriórnu pravdepodobnosť danej spánkovej fázy (Obr. 5).

“... The hGMM is proved to be more po-
werful against Support Vector Machine
(SVM) and Linear Discriminant Ana-
lysis (LDA) under complicated proba-
bility distributions. ...” J.-N. Gu et al.
(2011). Neural Information Processing,
LNCS, vol. 7062, 380–387, Springer.

Prístup vylepšil modelovanie spánkového
procesu a ako súčasť európskeho FP6-EU
integrovaného projektu SENSATION (pro-
ject SENSATION) bol nezávislým panelom
európskej komisie ohodnotený ako jeden z
najlepších výstupov projektu.

V rámci projektu SENSATION bol
hGMM úspešne aplikovaný aj na úlohu monitorovania únavy diaľkových šoférov
[Rosipal et al., 2007], čo viedlo k pozitívnemu ohlasu aj v tejto oblasti aplikovaného
výskumu.

3.3.2 Pravdepodobnostný spánkový model

Dosiahnuté výsledky napomohli k získaniu ďalšieho financovania výskumu na MUV
(grant P19857, Austrian Science Fund (FWF)) – projektu, ktorého bol autor hlav-
ným tvorcom a riešiteľom. Spolu s kolegom Dr. Lewandowskim navrhli iný koncept
pravdepodobnostného modelovania spánku [RR-5]. Model sa líši od predchádza-
júcich pravdepodobnostných modelov dôležitou vlastnosťou, ktorá spočíva v tom,
že sa apriórne neuvažuje rigidná štruktúra diskrétnych fáz spánku. Namiesto toho
uvažujeme vyšší počet spánkových stavov ako R&K – nazveme ich spánkové mik-
rostavy – ktoré sú určené optimalizáciou kritéria na čo najpresnejšie modelovanie
pravdepodobnostného rozdelenia nameraných fyziologických údajov.

Podobne ako pri hGMM, uvažujme krátke, 3-sekundové sekvencie EEG sig-
nálu. Pre každú sekvenciu odhadnime autoregresný model rádu d, ktorý označíme
AR(d). Inými slovami, každú sekvenciu EEG reprezentujeme vektorom koeficien-
tov AR(d) modelu. V aplikovanej matematike známa Wiener-Khinchinova veta ho-
vorí, že autokorelačná funkcia stacionárneho náhodného procesu v širšom zmysle
má spektrálny rozklad psd(f) daný výkonovým spektrom tohto procesu. Pre dis-
krétny náhodný proces môžeme písať

psd(f) =
∞∑

k=−∞

rxx(k)e−i(2πf)k

kde rxx(k) reprezentuje diskrétnu autokorelačnú funkciu daného náhodného pro-
cesu. Autokorelačnú funkciu vieme vyjadriť pomocou autoregresných koeficientov
a to nám definuje vzťah medzi odhadom výkonovej spektrálnej hustoty danej EEG
sekvencie a autoregresnými koeficientami. Ide o tzv. Burgovu metódu odhadu vý-
konovej spektrálnej hustoty psd(f). Ukázalo sa, že pre d = 10 je tento odhad
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dostatočný pre zachytenie spektrálnych rozdielov medzi spánkovými mikrostavmi.
Treba si uvedomiť, že modelovanie pravdepodobnostných rozdelení pre vysoko di-
menzionálne vektorové reprezentácie naráža nielen na výpočtový problém, ale aj
presnosť odhadov samotných, majúc k dispozícii len konečnú množinu pozorovaní,
v našom prípade EEG sekvencií.

Distribúciu EEG sekvencií modelujeme opäť pomocou zmesi Gaussovských roz-
delení

p(x) =
M∑
m=1

p(x, zm) =
M∑
m=1

p(zm)p(x|zm) =
M∑
m=1

αmN (x|µm,Ωm)

kde z ∈ {1, . . . ,M} teraz predstavuje množinu všetkých M spánkových mikrosta-
vov a p(zm) = αm je apriórna pravdepodobnosť daného mikrostavu. Tu si treba
uvedomiť, že neuvažujeme o jednoznačnom priradení mikrostavu zm k jednej z
R&K spánkových fáz a jednotlivé mikrostavy nemusia nevyhnutne mať všeobecne
zadefinovaný klinický a fyziologický význam. Jedným zo spôsobov, ako zabezpečiť
klinickú interpretáciu mikrostavov, je pravdepodobnostným spôsobom vypočítať
vzťah medzi mikrostavmi a tradičnými R&K fázami spánku. K tomuto odhadu
opäť môžeme použiť podmnožinu EEG sekvencii priradených k danej spánkovej
fáze pomocou R&K.

Označme množinu R&K hodnôt ako c ∈ {0 = wake, 1 = S1, 2 = S2, 3 =
SWS, 4 = REM}, kde uvažujeme tri NREM fázy spánku (ľahký spánok S1,
spánok S2 a hlboký spánok (slow wave sleep, SWS)). Definujme diskrétnu pod-
mienenú pravdepodobnosť pR(c|z), ktorá každému mikrostavu zm priradí vektor
pravdepodobností reprezentujúci príslušnosť k danej R&K spánkovej fáze a pre
ktorú platí ∑

c∈{0,1,2,3,4}

pR(c|zm) = 1, m = 1, . . . ,M

Podobne definujme množinu s ∈ {0, 1, 2, 3} reprezentujúcu triedu spánkových
vretienok, ktorých prítomnosť je indikátorom a charakteristickým znakom S2 a
SWS spánkových fáz. Hodnoty 0 až 3 reprezentujú 4 diskrétne stavy od minimál-
nej pravdepodobnosti prítomnosti vretienok až po stav vysokej pravdepodobnosti
ich prítomnosti [Anderer et al., 2005]. Rovnako pomocou diskrétnej podmienenej
pravdepodobnosti pS(s|z) môžeme modelovať pravdepodobnosť priradenia mikro-
stavu zm k danej hodnote s. Opäť platí∑

s∈{0,1,2,3}

pS(s|zm) = 1, m = 1, . . . ,M

Uvažujúc podmienenú nezávislosť medzi týmito tromi základnými zložkami mo-
delu, môžeme združenú pravdepodobnosť vyjadriť v tvare

p(x, c, s, z) = p(x|z)pR(c|z)pS(s|z)p(z)
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V ďalsom kroku vyjadríme pravdepodobnosť získanú sumáciou cez všetky hodnoty
latentnej premennej z, teda všetky mikrostavy. Tým dospejeme k nasledujúcej
forme združenej pravdepodobnosti

p(x, c, s) =
M∑
m=1

p(x|zm)pR(c|zm)pS(s|zm)p(zm) (6)

Obr. 6: Grafická schéma pravdepodob-
nostného spánkového modelu (6).

teda modelu, ktorý označíme ako prav-
depodobnostný spánkový model (PSM) a
ktorý schematicky reprezentuje Obr. 6.

V PSM musíme odhadnúť podmie-
nené pravdepodobnosti p(x|zm), pR(c|zm), a
pS(s|zm), ako aj apriórnu pravdepodobnosť
p(zm). V [RR-5] sme poskytli detailný roz-
bor metódy maximalizácie očakávanej hod-
noty (expecation maximization, EM) upra-
venej pre model (6). Tu v krátkosti popí-
šeme základne kroky tejto úpravy.

Definujme M -rozmerný binárny ná-
hodný vektor z nasledujúcim spôsobom. Ak
má latentná náhodná premenná hodnotu m, potom pre m-tý prvok vektora z platí
zm = 1 a zvyšné prvky vektora z sú nulové. Tým definujeme nasledujúce identity
a označenia

p(z) =
M∏
m=1

αzmm

p(x|zm = 1) = N (x|µm,Ωm)

pR(c|zm = 1) = Hmc

pS(s|zm = 1) = Gms

Ďalej predpokladajme, že máme k dispozícií sekvenciu N pozorovaní o1 =
(x1, c1, s1), . . . , oN = (xN , cN , sN), ktoré sa snažíme pomocou PSM modelovať.

E-krok, tzv. expectation krok algoritmu EM, je založený na výpočte očakávanej
hodnoty zmn vzhľadom na všetky pozorovania o1, . . . , oN , kde subindex n repre-
zentuje vektor z pre n-té pozorovanie. Najskôr je potrebné určiť celkovú funkciu
vierohodnosti (likelihood) daného modelu. Predpokladajme chvíľu, že zn sú pozo-
rovateľné. Usporiadajme všetky pozorované vektory xn do matice X, všetky po-
zorované R&K hodnoty do vektora C, všetky hodnoty určujúce pravdepodobnosť
prítomnosti spánkového vretienka do vektora S a nakoniec všetky latentné vek-
tory zn do matice Z. Potom je možné celkovú funkciu vierohodnosti PSM zapísať
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Obr. 7: Príklad pravdepodobnostných profilov troch spánkových mikrostavov s odhadnutou
p̂R(wake|z20) = 0.96, p̂R(S2|z2) = 0.95 a p̂R(SWS|z9) = 0.90. Horné tri grafy predsta-
vujú priebehy počas celej noci, spodné tri reprezentujú vybraný 60-minútový priebeh.

v tvare

p(X,C,S,Z; Θ) =
N∏
n=1

M∏
m=1

αzmn
m [N (xn|µm,Ωm)HmcnGmsn ]zmn (7)

kde Θ = (µ,Ω, α,H,G) reprezentuje súbor všetkých parametrov modelu, ktoré
je nutné odhadnúť. Použijúc Bayesove pravidlo môžeme aposteriórnu podmienenú
pravdepodobnosť z za podmienky x, c a s vyjadriť v tvare

p(Z|X,C,S; Θ) ∝ p(X,C,S,Z; Θ) =
N∏
n=1

M∏
m=1

[αmN (xn|µm,Ωm)HmcnGmsn ]zmn

Podmienenú pravdepodobnosť použijeme na výpočet očakávanej hodnoty zn, ktorú
odhadneme pomocou γ(zmn), tzv. responsibility zložky m pre pozorovanie on.

M-krok, tzv. maximization krok algoritmu EM je založený na odhade para-
metrov Θ maximalizujúcich očakávanú funkciu vierohodnosti (7). Poznamenajme,
že každá zložka súčtu funkcie očakávanej vierohodnosti je nezávislá od ostatných
podmienok a je možné ju maximalizovať osobitne. Formu odhadu pre všetky pa-
rametere Θ sme popísali v [RR-5] a tu ich nebudeme uvádzať. EM algoritmus je
iteračný proces, v ktorom sa E- a M-kroky striedajú až do momentu konvergencie.

Vráťme sa k modelu (6) a predpokladajme, že sme pomocou dostupných dát
odhadli potrebné parametre modelu Θ a taktiež pomocou porovnania viacerých
kritérií výberu modelu sme určili počet mikrostavov. Využijúc širokú databázu
spánkových meraní sme v našom prípade určili M = 20 [RR-5]. Naším cieľom
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je teraz odhad aposteriórnej pravdepodobnosti spánkového mikrostavu m pre ľu-
bovoľné nové pozorovanie oi = (xi, ci, si). Použijúc Bayesov vzorec môžeme túto
aposteriórnu pravdepodobnosť vyjadriť nasledovne

p(zm|xi, si) =
p̂(zm)p̂(xi|zm)p̂S(si|zm)∑M
j=1 p̂(zj)p̂(xi|zj)p̂S(si|zj)

kde p̂(x|z), p̂S(s|z) a p̂(z) reprezentujú odhady daných pravdepodobností. Všim-
nime si, že pri odhade nás nezaujíma pravdepodobnosť príslušnosti zvoleného po-
zorovania k danej R&K spánkovej fáze. Túto aposteriórnu pravdepodobnosť však
môžeme získať pomocou odhadu p̂R(c|z) vo forme

p(c|xi, si) =
M∑
m=1

p(zm|xi, si)p̂R(c|zm)

kde p(c|xi, si) reprezentuje aposteriórnu pravdepodobnosť R&K spánkovej fázy
c ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Inými slovami, na odhadnutý vektor p̂R(c|zm) sa môžeme pozerať

Obr. 8: Príklad pravdepodobnostných priebehov SWS
a wake R&K fáz vytvorených kombináciou profilov
všetkých 20 spánkových mikrostavov. Horný graf re-
prezentuje štandardný R&K profil vytvorený apliko-
vaním R&K pravidiel na 30-sekundové úseky spán-
kových dát, tzv. hypnogram

ako na vektor váh určujúcich
“príslušnosť” spánkového mikro-
stavu m ∈ {1, . . . , 20} k da-
nej R&K spánkovej fáze. Prí-
klad pravdepodobnostných pro-
filov troch spánkových mikro-
stavov je na Obr. 7. Obrá-
zok 8 demonštruje princíp vy-
tvárania pravdepodobnostných
R&K profilov kombináciou pro-
filov spánkových mikrostavov.

Navrhnutý PSM predsta-
vuje flexibilný variant modelo-
vanie spánkového procesu. Fak-
torizácia pravdepodobnostného
rozdelenia (6), inými slovami
predpoklad podmienenej nezá-
vislosti, nám umožňuje pridá-
vať do modelu ďalšie indikátory.
Napríklad indikátory reprezentujúce svalovú, respiračnú alebo pohybovú aktivitu
počas spánku, atď. Rovnako môžeme modelovať informáciu z viac-kanálového
EEG, kde je však podmienka podmienenej nezávislosti diskutabilná. V takomto
prípade vieme reprezentovať danú informáciu kombináciou AR(10) odhadov z via-
cerých EEG elektród do jedného vektora [RR-8]. Rovnako je model ľahko adap-
tovateľný aj do formy HMM, v ktorom odhadujeme pravdepodobnosti prechodov
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medzi spánkovými mikrostavmi. Avšak rovnako ako pri hGMM sa ukázalo, že tento
prístup nevedie k modelu poskytujúcemu viac informácie o spánkovom procese, v
zmysle ako sme informáciu poskytovanú modelom klinicky validovali v [RR-5, RR-
6].

Klinickou validáciou PSM sme sa detailne zaoberali v [RR-6]. Naším cieľom
bolo nájsť vzťah medzi PSM reprezentáciou spánku a množinou mier reprezentujú-
cich subjektívne hodnotenie spánku, fyziologických ako aj neurofyziologických mier
a testov uskutočnených pred a po spánku samotnom. Pomocou metódy faktorovej

“... This work points to the possibility that stan-
dard sleep scoring does not allow to extract the
maximum information regarding the sleep expe-
rience . . . In a similar approach, Rosipal et al. [66]
proposed a model to find correlations of sleep qu-
ality with physiological measures, subjective sleep
quality ratings and neuropsychological test re-
sults. It was concluded that grouping a wider set
of performance metrics into a smaller parsimoni-
ous set of commonly not directly observed latent
variables should be employed to produce a robust
indexing of sleep quality. However, the traditional
standardize score of sleep into a finite set of disc-
rete sleep stages may not provide enough relevant
information to detect changes related to such in-
dex. ...” Mendonça F. et al. (2019). A Review of
Approaches for Sleep Quality Analysis. IEEE Ac-
cess, 7, 24527–46.

analýzy sme identifikovali tri
základne faktory reprezentujúce
tieto miery a výsledky testov. Na
druhej strane sme z pravdepo-
dobnostných profilov mikrostavov
ako aj odvodených R&K prav-
depodobnostných profilov defino-
vali širokú množinu mier reprezen-
tujúcich vybrané vlastnosti profi-
lov. Pomocou Spearmanovej kore-
lácie sme sa snažili nájsť signifi-
kantné závislosti medzi uvažova-
nými dvomi množinami. Ukázalo
sa, že na rozdiel od klasickej dis-
krétnej reprezentácie spánku po-
mocou R&K pravidiel (hypno-
gram), model PSM poskytuje vyš-
šiu mieru korelácie a inherentne
obsahuje viac informácie vzhľadom na denné miery.

3.3.3 Funkcionálna analýza dát a PSM

Reprezentácia spánkového procesu pomocou pravdepodobnostných profilov vedie
k otázke existencie charakteristických profilov, napr. pre danú vekovú skupinu sub-
jektov alebo profilov spojených s určitou poruchou spánku, napr. v dôsledku cievnej
mozgovej príhody a podobne. To nás viedlo k myšlienke pozerať sa na tieto pro-
fily ako na kontinuálne krivky, namiesto snahy reprezentovať ich jednorozmernými
mierami. Prirodzeným nástrojom je oblasť funkcionálnej dátovej analýzy (FDA)
[Ramsay and Silverman, 2005]. Koncept autor prvýkrát prezentoval v pilotnej štú-
dii [Rosipal, 2013]. Tému autor ďalej rozvíjal s Dr. Zuzanou Rošťákovou počas jej
doktorandského štúdia, ktoré autor viedol. V krátkosti predstavíme hlavné body
výskumu, ako aj návrh novej metódy zhlukovania (klasterizácie) kriviek. Detail-
nejší popis metódy a výsledky sme publikovali v [RR-8], [Rošťáková and Rosipal,
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2018].
Začnime príkladom reprezentácie spánkového procesu pomocou 20 mikrostavov

a im zodpovedajúcich pravdepodobnostných spánkových profilov (Obr. 9). Aby

Obr. 9: Príklad pravdepodob-
nostných kriviek spánku (modrá)
pre 20 mikrostavov 41-ročnej
zdravej ženy. Vyhladená verzia
kriviek spánku je zobrazená čer-
venou farbou. Hodnota v názve
je maximálna pravdepodobnosť
maxc∈{wake,S1,S2,SWS,REM} p̂R(c|zm)
(transformovaná na percentá), t.z.
hodnota určujúca väzbu medzi
mikrostavom a R&K fázami
spánku.

sme časovo zjednotili skúmané profily, východiskový bod každej krivky bol nasta-
vený na latenciu spánku definovanú ako prvý výskyt troch po sebe nasledujúcich
S1 fáz spánku alebo prvý výskyt fázy S2, podľa toho, čo nastalo skôr. Pravde-
podobnostné krivky sme vyhladili pomocou funkcionálnej verzie metódy hlavných
komponentov, ktorá je založená na vyhladení príslušnej kovariančnej matice [Yao
et al., 2003]. Dôležitým vedľajším produktom metódy je, že vieme predpovedať
profily vyhladených kriviek na konci noci, a preto môžeme krivky definovať v rov-
nakom časovom intervale.

Obr. 10: Príklad dvoch pravdepodobnostných kriviek
spánku (graf vľavo), ich časovo synchronizované ver-
zie (stredný graf) a zodpovedajúce funkcie časovej de-
formácie (graf vpravo). Pôvodný čas bol transformo-
vaný do intervalu [0,1].

Cieľom zhlukovej FDA je
zistiť podskupiny alebo zhluky
kriviek tak, aby bola podob-
nosť v rámci zhluku (klastra)
čo najvyššia a krivky z rôznych
zhlukov boli čo najviac odlišné.
Štandardné metódy zhlukova-
nia, ako sú k-means, k-medoids
alebo hierarchické zhlukovanie,
sa dajú aplikovať na funkci-
onálne dáta nahradením eukli-
dovskej vzdialenosti medzi vektormi vhodnou mierou vzdialenosti medzi krivkami.
Väčšina techník zhlukovania kriviek však naráža na problémy, keď je medzi kriv-
kami časové posunutie (Obr. 10, vľavo).

Uvažujme dvojicu kriviek X1, X2 definovaných na spoločnom časovom intervale
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T . Bez straty všeobecnosti predpokladáme T = [0, 1] a taktiež predpokladáme
hladkosť a diferencovateľnosť X1, X2 na celom T .

Ak chceme časovo zarovnať (synchronizovať) dvojicu kriviek X1, X2, znamená
to nájsť funkciu časovej deformácie h? : T → T z množiny H všetkých striktne
rastúcich bijektívnych funkcií definovaných na intervale T a takých, že

h? ∈ argminh∈HS(X1, X2, h)

za podmienky spoločného začiatočného a koncového bodu

h?(0) = 0 a h?(1) = 1

a kde S je ľubovoľne kritérium vzdialenosti medzi krivkami. Napr. kritérium defi-
nované ako druhá mocnina plochy rozdielu časovo synchronizovných kriviek

S(X1, X2, h) =

∫
T

(X1(t)− (X2 ◦ h)(t))2 dt (8)

je jedno z často používaných kritérií [Gervini and Gasser, 2004]. Operátor ◦ pred-
stavuje kompozíciu (zloženie) dvoch funkcií

(X ◦ h)(t) = X(h(t)), t ∈ T

Obr. 10 zobrazuje príklad dvojice vyhladených pravdepodobnostných kriviek spánku,
ich časovú synchronizáciu a odhadované funkcie časovej deformácie.

V literatúre existuje viacero prístupov navrhnutých pre časovú synchronizáciu
a zhlukovanie kriviek. Môžeme ich rozdeliť do dvoch skupín

• časová synchronizácia celej sady kriviek pred samotným krokom zhlukovania

• simultánne časové synchronizovanie a zhlukovanie

V sérii experimentov sme pozorovali, že prístupy, pri ktorých časová synchronizácia
predchádza kroku zhlukovania, viedli buď i) k deformácii tvarov kriviek, ktoré
spôsobilo ich nesprávnu interpretáciu, alebo ii) k zlej časovej synchronizácií. Tento
jav sme pozorovali na umelo generovaných krivkách s profilmi podobnými reálnym
pravdepodobnostným krivkám spánku a pozorované závery sú v zhode s literatúrou
[Tang and Müller, 2009]. Taktiež sme pozorovali, že existujúce metódy simultánnej
časovej synchronizácie kriviek a zhlukovania buď neboli aplikovateľné na analýzu
spánkových kriviek, alebo viedli k neuspokojivým výsledkom [RR-8]. So zámerom
vyriešiť tieto problémy sme navrhli 2–krokový iteračný prístup pre zhlukovanie
a časovú synchronizáciu kriviek so zložitými profilmi. Metóda kombinuje kroky
zhlukovania a časovej synchronizácie aplikovanej v rámci zhlukov. Celý proces
pozostáva z nasledujúcich procedúr:
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• počiatočné zhlukovanie: Pretože na začiatku nie sú krivky časovo synchro-
nizované, aplikácia štandardných algoritmov ako sú k-means alebo k-medoids
nevedie k dobrým výsledkom. Preto v počiatočnom kroku zhlukovania ap-
likujeme metódu dynamického deformovania času (DTW), s cieľom získať
špecifickú maticu vzdialenosti [RR-8](rovnica (A.1) v Appendix A), na ktorú
aplikujeme metódu zhlukovania k-medoids.

• t-krok: V rámci každého zhluku aplikujeme časovú synchronizáciu všetkých
kriviek tvoriacich zhluk. Experimentálne sme porovnávali existujúce metódy
časovej synchronizácie a taktiež ich nami modifikované verzie. Najlepšie vý-
sledky sme dosiahli s modifikovanými verziami metód SMTW (self-modelling
time warping), PCS (pairwise curve synchronisation) a ETW (elastic time
warping). Metódy a ich modifikácie sme popísali v [RR-8](Appendix B).

• (t + 1)-krok: Znovu aplikujeme metódu zhlukovania synchronizovaných
kriviek pomocou DTW. S cieľom vyhodnotiť, ako dobre sú krivky zaradené
do zhlukov a časovo zosynchronizované, sme navrhli nasledujúce kritérium

L =
1

N

K∑
i=1

∑
j:Xj∈Ci

∫
T

((Xj ◦ hj)(t)− µi(t))2 dt (9)

µi(t) =
1

|Ci|
∑

j:Xj∈Ci

(Xj ◦ hj) (t)

ktoré predstavuje kumulatívny priemer druhých mocnín rozdielov medzi zo-
synchronizovanými krivkamiX1◦h1, . . . , XN◦hN a reprezentantmi µ1, . . . , µK
zhlukov, do ktorých boli krivky zaradené. |Ci| definuje počet kriviek v rámci
zhluku Ci.

Tieto dva kroky zhlukovania a synchronizáce, sa iteratívne opakujú, až kým nie je
splnené jedno zo zastavovacích kritérií [RR-8].

Dvoj-krokovú metódu sme aplikovali na množinu spánkových dát (146 zdra-
vých subjektov) [RR-8], ako aj na množinu spánkových dát pacientov po cievnej
mozgovej príhode (21 pacientov) [Rošťáková et al., 2016]. Podarilo sa nám odhaliť
spánkové profily signifikantne korelujúce s dennými mierami študovanými v [RR-
6], ako aj s mierami zameranými na pozornosť a motorickú presnosť pacientov
po cievnej mozgovej príhode (projekt MZ 2013/46-SAV-6). Získané homogénne
zhluky mikrostavov reprezentujúcich SWS, wake a REM fázy spánku pripomí-
nali klastrovú štruktúru subjektov s výrazne odlišným subjektívnym skóre kvality
spánku, nálady ako aj výsledkami kognitívnych a pozornostných testov. Profily
spánku spojené s jednotlivými zhlukmi predstavujú nový pohlaď na reprezentá-
ciu spánkového procesu. Okrem toho, na rozdiel od R&K hypnogramov poskytujú
informáciu vedúcu k pochopeniu dynamiky spánku počas celej noci [RR-8].
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4 Zhrnutie pre prax a rozvoj adresovanej vednej
oblasti

Dizertačná práca sa venuje problematike matematického a počítačového mode-
lovania mozgovej funkcionality. V centre pozornosti je návrh metód na analýzu
neurofyziologických dát. Merané neurofyziologické veličiny často len nepriamo re-
prezentujú mozgové procesy, ktoré sa snažíme detegovať, modelovať alebo monito-
rovať. Práca opisuje dva súvisiace metodologické prístupy tematicky vychádzajúce
z rovnakého predpokladu existencie latentného procesu, ktorý podmieňuje genero-
vanie priamo meraných veličín.

Ukázali sme, že navrhnuté modely majú uplatnenie nielen pri analýze dát, ale
stali sa aj súčasťou konštrukcie reálnych systémov. Metódy jadrového učenia sme
uplatnili pri konštrukcii prvých foriem rozhraní BCI, umožňujúcich novú formu
komunikácie medzi človekom a počítačom a rožširujúcich komunikačné schopnosti
človeka s okolím. Neskôr sa autor zásadne podieľal pri návrhu a konštrukcii zaria-
denia robotickej dlahy, ako aj modifikovaného zariadenia založenom na platforme
virtuálnej reality, určených pre neurorehabilitačný tréning. V tomto prípade sa do
BCI prvku oboch systémov úspešne zakomponovala metóda tenzorickej analýzy
EEG dát. Zariadenia sme testovali pri tréningu zameranom na zlepšenie pohybo-
vej schopnosti pacientov po mozgovej cievnej príhode. Vychádzajúc zo získaných
výsledkov vidíme potenciál širšieho využitia obidvoch systémov pre klinickú prax.

Môžeme konštatovať, že výsledky tvoriace dizertačnú prácu a navrhnuté me-
tódy nachádzajú uplatnenie nielen v oblasti študovanej autorom. Svedčí o tom
použitie metód a citačný ohlas v širšom spektre vedných oblasti. Tu ide hlavne o
použitie nelineárnych modelov jadrového učenia ako aj metód tenzorickej reprezen-
tácie a analýzy dát. Implementácie metód sú dostupné vo viacerých softvérových
platformách. Autor v programovacom prostredí MATLAB® (MathWorks, Inc.)
vytvoril grafické prostredie (APECSgui) umožňujúce prehľadné použitie modelov.

Metódy a výsledky tenzorickej reprezentácie neurofyziologických dát predsta-
vujú prístup, ktorý sa ďalej rozvíja a v študovanej oblasti nachádza stále väčšie
uplatnenie. Autor sa tematike naďalej systematicky venuje.

Rovnako si dovolíme tvrdiť, že výsledky v oblasti modelovania spánkového
procesu predstavujú nový pohľad na problém definovania objektívnej spánkovej
reprezentácie a prispejú k prekonaniu limitov súčasných spánkových modelov. Prí-
nos vidíme nielen pri formálnej analýze spánkových dát, ale hlavne pre klinickú
prax.

Vychádzajúc z prezentovaných tvrdení o uplatniteľnosti výsledkov dizertačnej
práce, môžeme predpokladať, že prezentované poznatky tvoria vhodný základ pre
ich ďalší výskum a rozvoj modelov a nástrojov aplikovanej matematiky a strojo-
vého učenia v oblasti štúdia mozgovej funkcionality.
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3. GUI systém spracovania signálu a algoritmov strojového učenia na analýzu
EEG dát v prostredí MATLAB® (APECSgui), Pacific Development and
Technology, LLC, 2011–2016.
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Summary

The presented dissertation thesis deals with the issue of mathematical and com-
puter modeling of brain functionality. It is composed of three book chapters [RR-
1, RR-2, RR-4] and six author’s major articles dealing with the topic [RR-3, RR-5]
to [RR-9].

Thematically, the work deals with two interrelated areas of using models of
applied mathematics and statistics, as well as computer modeling, in the analysis
of electroencephalographic (EEG) data. Their common element is the existence of a
latent, not directly measurable, data structure, or a latent brain process generating
directly observed and measured EEG waveforms on the surface of the head. The
goal of both approaches is a better understanding of brain functionality.

The first area is represented by the development and applicability of latent
models for two-dimensional and tensor data structures. The proposal of nonlinear
kernel learning methods of regression, classification and modeling and their syste-
matic and comprehensive study represent the author’s contribution into the field of
applied mathematics and machine learning [RR-1, RR-2, RR-4]. The application
of the methods in the field of neurophysiology, more precisely, the applicability of
latent data structure models in EEG analysis is addressed in [RR-3, RR-7, RR-9].

The design and applicability of probabilistic graphical models for modeling of
the sleep process create the second area of the latent modeling of brain functionality
[RR-5, RR-6]. The proposed probabilistic sleep model leads to the creation of
specific continuous sleep profiles allowing a better way of modeling sleep dynamics.
Work [RR-8] represents a further extension of the sleep process representation by
combining steps of clustering and time synchronization of sleep profiles by means of
functional data analysis. Clinical validation of the developed methods and models
was studied in [RR-6, RR-8].

The aim of the dissertation is to demonstrate the theoretical and practical
contribution of the author to the extension of the field of mathematical modeling
and analysis of brain functionality.

Zusammenfassung

Die vorgelegte Dissertation befasst sich mit der mathematischen und Computer-
Modellierung der Gehirnfunktionalität. Es besteht aus drei Buchkapiteln [RR-1,
RR-2, RR-4] und sechs relevanten Artikeln des Autors, die sich mit dem Thema
befassen [RR-3, RR-5] bis [RR-9].

Thematisch befasst sich die Arbeit mit zwei miteinander verbundenen Berei-
chen der Verwendung von Modellen der angewandten Mathematik und Statistik,
sowie der Computermodellierung bei der Analyse elektroenzephalographischer Da-
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ten (EEG). Ihr gemeinsames Element ist die Existenz einer latenten, nicht direkt
messbaren Datenstruktur oder eines latenten Gehirnprozesses, der die direkt be-
obachteten und gemessenen EEG-Wellenformen auf der Kopfoberfläche generiert.
Das Ziel beider Ansätze ist eine verbesserte Einsicht in die Gehirnfunktionalität.

Der erste Bereich wird durch die Entwicklung und Anwendbarkeit latenter Mo-
delle für zweidimensionale Strukturen und Tensordatenstrukturen repräsentiert.
Der Vorschlag nichtlinearer Kernel-Lernmethoden der Regression, Klassifizierung
und Modellierung sowie auch ihr systematisches und umfassendes Studium stellt
den Beitrag des Autors auf dem Gebiet der angewandten Mathematik und des mas-
chinellen Lernens [RR-1, RR-2, RR-4] dar. Die Anwendung der Methoden auf dem
Gebiet der Neurophysiologie, genauer gesagt, die Anwendbarkeit der latenten Da-
tenstrukturmodelle in der EEG-Analyse, wurde in der Artikeln [RR-3, RR-7, RR-9]
behandelt.

Das Design und die Anwendbarkeit probabilistischer Graphikmodelle für Mo-
dellierung des Schlafprozesses bilden den zweiten Bereich der latenten Modellie-
rung der Gehirnfunktionalität [RR-5, RR-6]. Das vorgeschlagene probabilistische
Schlafmodell führt zur Erstellung spezifischer kontinuierlicher Schlafprofile, die
eine bessere Modellierung der Schlafdynamik ermöglichen. Das Werk [RR-8] stellt
eine nachfolgende Erweiterung der Darstellung des Schlafprozesses dar, in dem
Clustering-Schritte und Zeitsynchronisation von Schlafprofilen mittels Funktions-
datenanalyse kombiniert werden. Die klinische Validierung der entwickelten Met-
hoden und Modelle werden in der Artikeln [RR-6, RR-8] untersucht.

Das Ziel der Dissertation ist es, den theoretischen und praktischen Beitrag des
Autors zur Erweiterung des Feldes der mathematischen Modellierung und Analyse
der Gehirnfunktionalität aufzuzeigen.
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