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@ vstupné adaje: na skupine n objektov pozorujeme p premennych

D
— - .
n
X = : =X x5 X € R™P
| — X —
0 X = (Xi1,Xj2s - - -, Xip) |
— vektor hodnét p premennych pre i-ty objekt, i=1,...,n
T
° X" = (X1, %21, -+, Xny)
— vektor hodnét /-tej premennej, / = 1,..., p pre n objektov
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Redukcia dimenzie
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— premenné mdzu byt nositelmi “podobne]” informacie
= staci jedna (nova) premenna, napr. ich vhodna linearna kombinacia
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Redukcia dimenzie
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Redukcia dimenzie

diastolicky tlak (centrovany)
o
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o ciel': hladanie K novych premennych

o K<p
e nové premenné dobre popisuji pévodné data
@ nové premenné vieme interpretovat
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Redukcia dimenzie

- el
K

Xjj = uj + E SikCkj + €ijj
k=1

S € R™K — hodnoty K “novych” premennych pre n pozorovani
C € RP*K — “yztah” medzi K novymi a p pdvodnymi premennymi
u € RP — vektor priemerov jednotlivych premennych

1 ,
UJZEZXU’ j=1...,p
=1

1,=(1,1,...,1)T eRr"
E € R"P — matica chyb modelu
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Metédy redukcie dimenzie

— odlisnosti v predpokladoch vlastnosti a odhadoch matic S, C

e metdda hlavnych komponentov (principal component analysis)
- klasicka, jadrova (kernel), riedka (sparse), nelinearna, robustna . ..

o faktorova analyza (exploratory factor analysis)

@ metdda nezavislych komponentov
(independent component analysis)
- klasicka, jadrova (kernel), ...

@ nezaporna maticova faktorizacia (nonnegative matrix factorisation)
- klasicka, semi-ortogonalna, hladka, riedka, ...
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Metdda hlavnych
komponentov

Principal component analysis (PCA)
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PCA - Metéda hlavnych komponentov

o ciel': najst nové premenné, ktoré:

e s navzajom ortogonalne

o si linedrnou kombinaciou pévodnych premennych
= dochadza len k transformacii tdajov

o "dobre” charakterizujo data
= vieme ich interpretovat
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PCA - Metéda hlavnych komponentov

X=1,u"+SCT +E

p
Xjj = uj + ZS,’/XU + €jj
=1

— C= (Cl,...,Cp) € RPxP

o prepojenie medzi hl. komponentami (PC, stlpce) a pévodnymi

premennymi (riadky)
c'c=1,

s S=(s1,....5p) € R*P

e “nové” premenné = hlavné komponenty

o lin. kombinacia pévodnych (centrovanych) premennych

P
Si/IZC/j(X,'j—UJ') /Il,...,p
Jj=1
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PCA - podiel vysvetlenej variancie

e s; = 1. hlavny komponent (PC)
- vysvetluje najvacsi podiel variancie v datach spomedzi vsetkych
normovanych linearnych kombinacii pévodnych premennych

o sk = k—ty hlavny komponent (PC), k=2,...,p
- vysvetluje najvacsiu Cast zostavajiicej variability v datach, ktora
nebola vysvetlend pomocou sy, ..., Sk_1, spomedzi vietkych
normovanych linearnych kombinacii pévodnych premennych, ktoré st
nekorelované s prvymi (k — 1) hl. komponentami sy, ...,sk_1

— pocet hlavnych komponentov je p, ale posledné PC vysvetluja len
maly podiel variability v datach

= posledné PC moézeme zanedbat

= pracujeme len s prvymi K << p PC
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PCA - odhad hlavnych komponentov |

@ odhad vektora u

@ odhad kovarianénej matice

"——ZX/:— )(xj — &)

o T = cov(X) € RP¥P
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PCA - odhad hlavnych komponentov Il

© stlpce matice C = vlastné vektory matice &

A1
sC=C A>3 > A1 > A
Ap

— vlastné hodnoty savisia s podielom vysvetlenej variancie v datach

o = je podiel variance vysvetlenej i-tym PC

i
p
k=1 Ak

— [C, D] = eig(%) A = diag(D)

Q@ S=(X-1,u7)C
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PCA - urcenie poctu hlavnych komponentov K

o podiel vysvetlenej variancie > zvoleny prah p, napr. p = 0.95

Z;(:I Ai

Ke argminke{l,...,p}ﬁ >p
j=1"4

o laktovy graf (elbow diagram)

N w ES

vlastné hodnoty

ol

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
pocet komponent

o Kaiserovo pravidlo

1P
K € argmaxycy,.. py Ak > P Z)\;
i=1
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PCA v MATLAB-e

[C, S\, ~, expl,u] = pca(X)

X = matica pozorovani n x p, MATLAB ju automaticky centruje

C = maticapxp
o i-ty stipec reprezentuje i-ty hlavny komponent
o j-ty riadok reprezentuje prispevok j-tej povodnej premennej k
jednotlivym hlavnym komponentom

S = n X p matica hodnét hl. komponentov pre n pozorovani
A = vlastné hodnoty patriace k jednotlivym hl. komponentom

expl = (a1,...,ap)" x 100, podiel vysvetlenej variancie jednotlivymi hl.
komponentami (v %)

u € RP - priemer po stlpcoch matice X
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PCA - Priklad: Denné miery

o [Rosipal et al., 2013]
@ 148 [udi, 2 noci v spankovom laboratériu — 296 pozorovani

o dotazniky a testy ohladom ich subjektivneho a objektivneho stavu
(rano, vecer)
— 21 premennych

o Self-rating questionnaire for sleep quality, awakening quality and
somatic complaints

o Numerical memory test

o Well-being self-assessment scale evening/morning

o Pulse rate evening/morning

o Systolic and diastolic blood pressure evening/morning

o Visual analog scale test for drive, mood, affectivity and drowsiness
o Alphabetical cross-out test - total score, variability, % or errors

o Fine-motor activity test for right/left hand

Seminar UM Unsupervised learning 23. september 2021



PCA - Priklad: Denné miery

s_qua

a_qua
s_com 08
num_m
wh_e 0.6
wb_m
pulm 04
pul_e
sys.m 0.2
sys_e
dia_m [
dia_e
drive 0.2
mood
aff 0.4
drows
ad_ts -0.6
ad_sv
s 08

fma_r
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IR % & < °€> @ S K
& & N ISR o0 o
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— viaceré premenné su korelované — nositelia podobnej informacie

— R = corr(data)
heatmap(nazvy premennych,nazvy premennych,R)
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PCA - Priklad: Denné miery

o pbvodné data

@ prvé 4 PC vysvetluja viac ako 95% variability v datach

@ prvé 2 PC maja prislusné vlastné hodnoty vyssie ako priemer
(Kaiserovo pravidlo)
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pocet hlavnych komponent

Seminar UM Unsupervised learning 23. september 2021



\

Denn

PCA - Priklad

>
1
Q
S
o

5.92%

1, 2)

C(

85.13%

0, 1)

C(

0.99%

:,4)

C(

05

0

0.5

hodnoty

e C(:,2) - Visual analog scale for drive, mood, affectivity and drowsiness

yrazne vyssie

-

o C(:,1) - Abecedny pamatovy test — v

y tlak

,3) - krvn

(:

o C

23. september 2021

&0
c
-
<
@©
g
-
[
o
=
<
]
o
=
]

Seminar UM




PCA - Priklad: Denné miery
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PCA - Priklad: Denné miery

o standardizované data — Xnew = zscore(X)

@ prvych 17 PC vysvetluje viac ako 95% variability v datach

@ prvych 6 PC maja prislusné vlastné hodnoty vyssie ako priemer
(Kaiserovo pravidlo)
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PCA - Priklad: Denné miery

C(:,1) 20.02% C(:,2) 17.69% C(:,3) 8.9%

ANPGRS ORGSR RV Ne
C(:,4) 7.5% C(:,5 6.61% C(:,6) 5.87%

SHRPEIERNRS  ARWENCRNEY SRR NRNeY

e C(:,1) - subjektivny stav organizmu po prebudeni

e ((:,2) - fyziologicky stav organizmu (krvny tlak)

e C(:,3) - kognitivno-fyziologicky stav organizmu (n
jemnej motoriky, krvny tlak)

e C(:,4) - pulz rano a vecer
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PCA zhrnutie

e vyhody
o dochadza len k transformacii tdajov, nie st potrebné ziadne Specialne
predpoklady

o vhodné na vizualizaciu dat, resp. lepSie pochopenie charakteru dat
o odhadnuté PC mozno pouzit ako vstup v dalsich analyzach
@ nevyhody
e nie je skalovo invariantnd — preskalovanie vedie k inému rieseniu

o ak niektora premenna vykazuje vyrazne vy3sie/nizsie hodnoty ako
ostatné premenné

o hl. komponenty budi v prvom rade zahfnat informaciu z tejto
premennej

= niekedy je lepsie pracovat so standardizovanymi premennymi, t.j.
zero-mean, unit-variance
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Metdéda hl. komponentov
pre casové rady a
funkcionalne data

Functional principal component analysis
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PCA pre funkcionalne data a casové rady (FPCA)

o literatdra:
o Ramsay, J. O. and Silverman, B. W. (2005). Functional data
analysis. Springer Series in Statistics, New York, second edition.

o Yao, F. et al. (2003). Shrinkage estimation for functional
principal component scores with application to the population
kinetics of plasma folate. Biometrics, 59(3):676-685.

@ n pozorovani (Casovych radov) xi,...,x, na intervale T
K
xi(t) = p(t) + ) cvipr(t) +i(t), teT,
k=1

/cpi(t)zl, k=1,....K
;

/ ol()oi(t) = 0, k#1
:
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FPCA v MATLAB-e

@ nie je priamo implementovana v MATLAB-e
@ balik PACE - Principal Analysis by Conditional Estimation

o https://anson.ucdavis.edu/ mueller/data/pace.html

e Yao, F., Miiller, H.G., Clifford, A.J., Dueker, S.R., Follett, J., Lin, Y.,
Buchholz, B., Vogel, J.S. (2003). Shrinkage estimation for functional
principal component scores, with application to the population kinetics
of plasma folate. Biometrics 59, 676-685.

o funkcia FPCA
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FPCA - Priklad: Spankové krivky

o 146 [udi
@ 2 noci v spankovom laboratériu

— 292 kriviek reprezentujacich stav bdelosti pocas noci

1 subjekt 1 subjekt 2 subjekt 3 subjekt 4 subjekt 5
e
0.5
0
1 subjekt 6 subjekt 7 subjekt 8 subjekt 9 subjekt 10
0.5
o i )
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
cas (hod) cas (hod) cas (hod) cas (hod) cas (hod)
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FPCA - Priklad: Spankové krivky

FPC 1 (45.37 %) FPC 2 (9.47 %) FPC 3 (7.55 %) FPC 4 (6.51 %)
0.02 0.02 0.02 0.02
0 0 0 0
-0.02 -0.02 -0.02 -0.02
-0.04 -0.04 -0.04 -0.04
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
cas (hod.) cas (hod.) cas (hod.) cas (hod.)
0.15 m 0.15 0.15 0.15
—pu+ L5y
0.1 —n-L5] 01 0.1 0.1
0.05 0.05 0.05
0 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
cas (hod.) cas (hod.) cas (hod.) cas (hod.)
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Faktorova analyza

Exploratory factor analysis (EFA)
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EFA - Faktorova analyza

e Spearman, C. (1904). "General intelligence,” objectively
determined and measured. The American Journal of Psychology,
15(2):201-292.

o ciel: najst K novych priamo nepozorovatelnych (tzv. skrytych,
latentnych) premennych, ktoré

e s navzajom nekorelované
e popisuji data rovnako “kvalitne” ako pévodné premenné

o vieme interpretovat

@ pocet novych premennych K je vstupny parameter

o skryté (latentné) premenné nazyvame aj faktory
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EFA - Faktorova analyza

X=1u" +SCT+E

K
Xjj = uj + Zsikckj + ej
k=1
— SeR™K
— matica skrytych faktorov, ktoré st navzajom nekorelované
— C e RPXK

— matica faktorovych nakladov (vah)
— prepojenie medzi pévodnymi premennymi a skrytymi faktormi
— C, S sa odhaduji inak ako v PCA

o C - metéda hlavnych faktorov; metéda maximalnej vierohodnosti; . ..
o S - metéda regresnej analyzy, ...
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EFA - odhad poctu faktorov

@ apriérna vedomost
@ pokus-omyl s dérazom na interpretaciu

o formalny postup
© korela¢na matica dat R = corr(X)
@ vypocitame tzv. redukovani korelaénd maticu R*

o r je diagonala inverznej korelacnej matice R™*
o hlavna diagonalu v R nahradime 1 — 2
o v MATLAB-e:

R* = R — eye(p) + diag(1 — 1/diag(inv(R)))

© vypocitame vlastné hodnoty matice R*
o v MATLAB-e: e = eig(R*)
o elbow diagram - hladame vyrazny zlom v grafe
o Kaiserovo pravidlo - K = #{ej : ¢ > 1}

— len ako odporucané K, déraz sa kladie na interpretaciu
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EFA - rotacia faktorov

@ pouzitie: pdévodné faktory s tazko interpretovatelné

@ nech A je rotacna matica a A~1 reprezentuje inverzni rotaciu

X—1,u’ =SCT+E
X—1,u’ =SA'ACT + E

X —1,u" = (SA ) ACT)+ E
X—1u' =5*CT+E

— model s rovnakou chybou, ale INOU interpretaciou faktorov
— moze zlepsit interpretaciu faktorov
@ najCastejSie pouzivané rotacie:

e varimax - maximalizuje varianciu Stvorcov faktorovych nakladov
e orthomax, quartimax, equamax, parsimax

o “vlastnad”

o
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EFA v MATLAB-e

[C,~, T, stats, S]=factoran(X,K,Name,Value)
X = n X p matica pozorovani alebo p x p kovarianéna matica pozorovani

K = pocet skrytych (latentnych) faktorov

@ volitelné parametre
o Xtype = ‘data’, ‘covariance’
o Rotate = bez rotacie ('none’); s rotaciou (‘varimax’,'orthomax’,...)
o Scores = metéda na odhad S (‘wls’, ‘Bartlett’, ‘regression’,...)

C = p x K matica faktorovych nakladov (vah)
T = rotacna matica

stats = test hypotézy, ze v datach mame K skrytych faktorov
o stats.p = p-hodnota (stats.p < 0.05 — hypotézu zamietame)

S = n x K matica skrytych faktorov
o podiel vysvetlenej variancie: a = diag(C" C)/p
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EFA - Priklad: Vysledky bezeckych disciplin u zien

@ najlepsie vysledky reprezentantiek 55 krajin v 7 disciplinach

e 100 m (v s)

@ 200 m (v s)

e 400 m (vs)

e 800 m (v min)
e 1500 m (v min)
e 3000 m (v min)

e maratén (v min)

— chceme najst skryté faktory suhrnne charakterizujace tieto discipliny
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EFA - Priklad: Vysledky bezeckych disciplin u zien

100m(s)| 1 0.887410.7098|0.7273 | 0.586 |0.6502|0.6887 los

200m(s) |0.8874| 1 0.7103|0.7166|0.5586 | 0.6331| 0.67 106
10.4

400m(s)0.70980.7103 | 1 0.7719]0.4997 | 0.6296 | 0.5826

10.2

800m(min) [0.7273|0.7166 [0.7719| 1 0.6648|0.7851|0.7798 0

-0.2
1500m(min) | 0.586 |0.5586|0.4997 |0.6648 | 1 0.5875|0.6364
-0.4

3000m(min) {0.6502|0.6331 |0.6296 |0.7851|0.5875| 1 0.7079 06

marathon(min) |0.6887| 0.67 |0.5826|0.7798|0.6364/0.7079 1 08
.
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EFA - Priklad: Vysledky bezeckych disciplin u zien

100m(s) 200m(s) (s) 8
50 30 15 50
40} 25 40
20 10
30 30
15
20+ 20
10 5
10t 5 10
0 0 0 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
s s s min
1500m(min) 3000m(min) marathon(min)
50 50 5
40+ 40 4
30 30 3
20 20 2
10 10 1 | | |
0 0 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
min min min

— potrebna Standardizacia dat X* = zscore(X)
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EFA - Priklad: Vysledky bezecky

@ stanovenie poctu faktorov
o Kaiserovo pravidlo: 1 faktor
o elbow diagram: 1-2 faktory

h disciplin u zien

6
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3 2f
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pocet faktorov
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disciplin u zien

C(:,1) - 69.07 % C(:,2)-5.13%
osk \/\/__ J 08}
0.6 1 06f
04rf 1 04rf
0.2f 1 02f
0 0
02} 1 02}
T e @ @ @ o o TR e @ @ @ o o
Q Q 9 QO Q QS i 9 Q 9 Q& N QO &
o & & & @ & & &
S S S N N N N S S S @ N & S
Moo w0 & & © >y w & & °
& & & L O
&'b &'b

@ model s 2 faktormi, bez rotacie faktorov

o C(:,1) - (4) pre vetky discipliny (rovnhomerné vahy)
— faktor by mal reprezentovat len mala skupinu premennych

o C(:,2) - (4) pre vytrvalostné discipliny, (-) pre rychlostné discipliny
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EFA - Priklad: Vysledky bezeckych disciplin u zien

C(:,1)-41.48% C(:,2)-32.73%
T T T T T 1 T T T T T
0.8 . 08}
0.6 . 0.6}
0.4 . 04}
02 N \ \ \ \ 02 > &> o \ \ \ \
Q 3 D O L S 3 9 D L O & S
&K & &E SF&FSHF&T & &
S S S S & &L N S IS S S & S
RS SRS SRS S S SR S S
& S & R O
&'b é\'b

@ model s 2 faktormi, varimax rotécia faktorov

o C(:,1) - vyssie (4) hodnoty pre vytrvalostné discipliny

o C(:,2) - vyssie (4) hodnoty pre rychlostné discipliny
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EFA - Priklad: Denné miery

o [Rosipal et al., 2013]
@ 148 [udi, 2 noci v spankovom laboratériu — 296 pozorovani

o dotazniky a testy ohladom ich subjektivneho a objektivneho stavu
(rano, vecer)
— 21 premennych

o Self-rating questionnaire for sleep quality, awakening quality and
somatic complaints

o Numerical memory test

o Well-being self-assessment scale evening/morning

o Pulse rate evening/morning

o Systolic and diastolic blood pressure evening/morning

o Visual analog scale test for drive, mood, affectivity and drowsiness
o Alphabetical cross-out test - total score, variability, % or errors

o Fine-motor activity test for right/left hand
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EFA - Priklad: Denné miery

o standardizacia dat Xnew = zscore(X)

o EFA s 3 faktormi, bez rotacie faktorov

C(:,1) C(:,2) C(:,3)

05 05 05
o 0 0

4 | !
PR OEDRE S LSRN E eSS @ S AT I AN BEASRY 2 & *\ N8 S8 So?
ORISR SN TGPV ERRR SR

- faktor subjektivneho hodnotenia kvality spanku
15, - krvny tlak (+) + “niektoré” kognitivne testy (-)
7,87 %) - krvny tlak (+) + “zvy3né" kognitivne testy (-)

O
X
\—/v

— problém: pévodné premenné by mali mat “vysoké” (+/-) vahy len pre
jeden z latentnych faktorov
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EFA - Priklad: Denné miery

o Standardizacia dat Xnew = zscore(X)
o vysledky v [Rosipal et al., 2013]
o EFA s 3 faktormi, rotacia faktorov pomocou metédy varimax

c(:1) C(:2) C(:3)

1 1
~—bez rotacie
—varimax

PPN
N8P AL FeSesex

! 4
Lo, Sox S S ° £ S8 Seesex &
AN (PP 0505 I CLIN R L A

e C(:,1) (17,36%) - faktor subjektivneho hodnotenia kvality spanku
e C(:,2) (12,63%) - faktor fyziologického stavu organizmu
e C(:,3) (10,25%) - faktor kognitivneho stavu organizmu po prebudeni
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EFA a PCA

EFA PCA

o predpoklad existencie latentnych @ nové premenné = lin.
premennych kombinaciu pévodnych

@ K je vstupny parameter @ K sa urci az po analyze

@ odhady - metéda hlavnych @ odhady - eigenanalysis, SVD,. ..
fa_xktorov, me'Féda maximalne;j — vystup PCA = inicializaéné
vierohodnosti odhady faktorov v EFA
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